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Kurzfassung

Wir b etrac h ten nic h tlineare Anfangsw ertaufgab en f

•

ur Systeme gew

•

ohnlic her Di�eren-

tialgleic h ungen erster Ordn ung mit einer Singularit

•

at erster Art. Basierend auf [28 ],

w elc hes das analytisc he Hin tergrundwissen

•

ub er die b etrac h tete Problemklasse liefert,

w erden v ersc hiedene Metho den der Sc h

•

atzung des lok alen und globalen Diskretisie-

rungsfehlers v on Runge-Kutta V erfahren so wie v ersc hiedene Gitterw ahlstrategien ex-

p erimen tell un tersuc h t.

Es zeigt sic h, da� in der N

•

ahe der Singularit

•

at die Ordn ung des lok alen F ehlers fast

immer reduziert ist, w o durc h die Sc hritt w eiten w ahl basierend auf der Sc h

•

atzung des lo-

k alen F ehlers nic h t sehr zuv erl

•

assig ist. Im Gegensatz dazu funktionieren Metho den zur

Sc h

•

atzung des globalen Diskretisierungsfehlers ausgespro c hen gut. Der globale F ehler

wird gut wiedergegeb en, und man erh

•

alt b ereits auf grob en Gittern eine relativ genaue

Sc h

•

atzung, w oraus ein zur In tegration singul

•

arer Anfangsw ertaufgab en geeigneter Al-

gorithm us hergeleitet w erden k ann.
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1 Einleitung

Mathematisc he Mo delle zahlreic her An w endungen in der Chemie, der Ph ysik und der

Mec hanik hab en die F orm v on Randw ertproblemen f

•

ur Systeme partieller Di�eren tial-

gleic h ungen. Beispiele daf

•

ur sind die Mo delle nac h Ginzburg-Landau, Helmholtz und

Thomas-F ermi

1

. Gleic h ungen v om Ginzburg-Landau T yp ergeb en sic h un ter anderen

in Problemen der Supraleitung, [45 , 47, 49, 50, 55 ], b ei der Mo dellierung v on uni-

direktionalen Ring-Lasern und in der Laser-Hydro dynamik, [46 , 54]. Thomas-F ermi

Gleic h ungen k ommen v or allem in statistisc hen Mo dellen v on A tomen und Molek

•

ulen,

so wie Mo dellen f

•

ur isolierte neutrale A tome v or, [48 , 53].

F alls geometrisc he Symmetrien v orhanden sind, k ann man h

•

au�g Systeme partieller

Di�eren tialgleic h ungen auf Systeme gew

•

ohnlic her Di�eren tialgleic h ungen transformie-

ren, w ob ei sic h dab ei t ypisc herw eise Singularit

•

aten im Di�eren tialop erator ergeb en.

Das In teresse an der n umerisc hen L

•

osung dieser transformierten Systeme ist durc h

ihren gro�en An w endungsb ereic h zu erkl

•

aren. Daher gibt es b ereits umfangreic he Li-

teratur, in der v ersc hiedene N

•

aherungsmetho den auf ihre T auglic hk eit zur Behandlung

singul

•

arer Probleme un tersuc h t w erden.

T rotzdem existiert no c h k eine sp eziell f

•

ur singul

•

are Systeme en t wic k elte professionelle

Soft w are. Dies liegt am Mangel v on Erk enn tnissen auf dem Gebiet der F ehlersc h

•

atzung

und anderer Steuermec hanismen f

•

ur die zur L

•

osung singul

•

arer Probleme v erw endeten

n umerisc hen V erfahren.

Die Problemklasse, die dieser Arb eit zugrunde liegt, b esteh t aus nic h tlinearen sin-

gul

•

aren Randw ertaufgab en erster Ordn ung,

y

0

( x ) = x

� �

f ( x; y ( x )) ; 0 < x � 1 ; (1.1a)

B

0

� y (0) + B

1

� y (1) = � ; (1.1b)

y 2 C [0 ; 1] ; (1.1c)

mit � > 0 ; w ob ei y und f v ektorw ertige F unktionen der Dimension n; B

0

und B

1

k onstan te, reelle ( m � n )-Matrizen mit m � n sind, und � ein k onstan ter, reeller,

m -dimensionaler V ektor ist. In Abh

•

angigk eit v on � un tersc heidet man zwisc hen ei-

ner sc h w ac hen Singularit

•

at ( � < 1) ; einer Singularit

•

at erster Art ( � = 1) und einer

Singularit

•

at zw eiter Art ( � > 1) :

Zur n umerisc hen L

•

osung v on Randw ertproblemen zw eiter Ordn ung mit sc h w ac her Sin-

gularit

•

at wurden Dreipunkt Di�erenzen v erfahren in [4, 5] und Spline-F unktionen auf

nic h t

•

aquidistan ten Gittern in [51 , 52 ] studiert.

Randw ertprobleme mit einer Singularit

•

at erster Art wurden b ereits v on zahlreic hen

Autoren un tersuc h t. In [37 ] wurde an einer sp ezielle n sk alaren Di�eren tialgleic h ung

zw eiter Ordn ung gezeigt, da� Kollok ationsmetho den zur L

•

osung singul

•

arer Randw ert-

aufgab en eingesetzt w erden k

•

onnen. Allgemeiner hab en de Ho og und W eiss in [20 ]

die n umerisc he L

•

osbark eit v on linearen Systemen erster Ordn ung mittels Kollok ation

studiert. Es zeigte sic h, da� die klassisc hen Stabilit

•

ats- und Kon v ergenzergebnisse der

1

Eine kurze Liste der neuesten Publik ation en auf diesen Gebieten b e�ndet sic h am Ende des Lite-

raturv erzeic hnisses , um das rege In teresse an der L

•

osung dieser Probleme zu dokumen tieren.
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Kollok ationsmetho den, vgl. z.B. [36 ], v om Sp ektrum der Ko e�zien tenmatrix abh

•

angen,

und nic h t ohne Einsc hr

•

ankungen gelten.

In [21 ] b ewiesen de Ho og und W eiss, da� Di�erenzen v erfahren k on v ergieren und die

erw arteten Kon v ergenzordn ungen aufw eisen, falls die Problemdaten en tsprec hend glatt

sind. Systeme zw eiter Ordn ung wurden in [6, 26, 32 , 37 ] (sk alare Probleme) und

[41 , 42 ] un tersuc h t. Es zeigte sic h, da� die Kon v ergenz der V erfahren eb enfalls v om

Sp ektrum der Ko e�zien tenmatrix abh

•

angt und eine Reduktion der klassisc hen Kon v er-

genzgesc h windigk eit zu erw arten ist. Die Singularit

•

at wirkt sic h auc h auf b esc hleunig-

te Algorithmen negativ aus, da gewisse Problemdaten die Kon v ergenzgesc h windigk eit

herabsetzen k

•

onnen und Unglattheiten im Defekt b ewirk en, [1 , 11 ] (Iterierte Defekt-

Korrektur).

Die V erw endung v on Sc hie�v erfahren, vgl. [27 ], zur n umerisc hen L

•

osung v on singul

•

aren

Problemen wurde no c h nic h t sehr eingehend un tersuc h t. Allerdings wurde die L

•

osung

v on singul

•

aren Anfangsw ertaufgab en in [23 , 29 ] mit Adams-Metho den und in [24 ] mit

Runge-Kutta V erfahren studiert.

Sp ezielle Mo delle wurden auc h mit anderen Metho den gel

•

ost, [17 , 34 , 35] (T a ylorreihen-

en t wic klung), [2 , 3] (Appro ximation mittels Bessel- und Greenfunktionen) und [15 , 16 ]

(monotone Diskretisierungsmetho den).

Randw ertprobleme erster Ordn ung mit einer Singularit

•

at zw eiter Art wurden v on de

Ho og und W eiss in [22 ] b ez

•

uglic h ihrer analytisc hen Eigensc haften und in [25 ] b ez

•

uglic h

der n umerisc he L

•

osbark eit diskutiert.

In dieser Arb eit b esc h

•

aftigen wir uns mit folgendem T yp v on nic h tlinearen Anfangs-

w ertaufgab en f

•

ur ein System gew

•

ohnlic her Di�eren tialgleic h ungen erster Ordn ung mit

einer Singularit

•

at erster Art:

y

0

( x ) �

M ( x )

x

� y ( x ) = f ( x; y ( x )) ; 0 < x � 1 ; (1.2a)

B

0

� y (0) = � ; (1.2b)

y 2 C [0 ; 1] : (1.2c)

Dab ei sind y und f v ektorw ertige F unktionen der Dimension n: M ( x ) ist eine stetige,

reelle ( n � n )-Matrix, B

0

eine k onstan te, reelle ( m � n )-Matrix, m � n; und � ein k on-

stan ter, reeller m -dimensionaler V ektor. Es wird v orausgesetzt, da� f stetig b ez

•

uglic h

x und Lipsc hitz-stetig b ez

•

uglic h y auf einem geeignet de�nierten Gebiet ist.

W eiters b etrac h ten wir Systeme zw eiter Ordn ung der F orm

y

00

( x ) �

A

1

( x )

x

� y

0

( x ) �

A

0

( x )

x

2

� y ( x ) = f ( x; y ( x )) ; 0 < x � 1 ; (1.3a)

B

0

� y (0) = � ; (1.3b)

y 2 C [0 ; 1] ; (1.3c)

w ob ei y und f v ektorw ertige F unktionen der Dimension n sind. A

0

( x ) und A

1

( x ) sind

reelle ( n � n )-Matrizen, B

0

und B

1

sind k onstan te, reelle ( m � n )-Matrizen, m � 2 n; und

� ist ein k onstan ter, reeller m -dimensionaler V ektor. W eiters wird v orausgesetzt, da�

A

0

( x ) und A

1

( x ) stetig auf [0 ; 1] sind und da� f stetig b ez

•

uglic h x und Lipsc hitz-stetig
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b ez

•

uglic h y auf einem geeignet de�nierten Gebiet ist. Die Existenz und Eindeutigk eit

der L

•

osungen dieser Probleme wurde b ereits in [28 ] abgehandelt.

Das Ziel dieser Arb eit ist es, v ersc hiedene Gitterstrategien an singul

•

aren Anfangsw ert-

aufgab en zu testen, um einen e�zien ten Algorithm us zur In tegration solc her Probleme

form ulieren zu k

•

onnen.

Die Arb eit ist wie folgt organisiert: In Absc hnitt 2 wird das relev an te analytisc he

Hin tergrundwissen

•

ub er singul

•

are Anfangsw ertprobleme und die grundlegende Theorie

der n umerisc hen L

•

osung v on Anfangsw ertaufgab en und die relev an te Information

•

ub er

die v erw endete Soft- und Hardw are zusammengetragen.

In Absc hnitt 3 wird die T auglic hk eit v on Sc hritt w eitensteuerungen basierend auf der

Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers mit Hilfe v on Runge-Kutta P aaren und Ric hardson-

Extrap olation un tersuc h t. Um den Ein
u� der Singularit

•

at auf den lok alen F ehler

b esser zu v erstehen, wird in Absc hnitt 4 die Struktur des lok alen F ehlers mit Hilfe des

Computeralgebrasystems Maple

2

un tersuc h t.

In Absc hnitt 5 w erden Metho den zur Sc h

•

atzung des globalen Diskretisierungsfehlers, die

Zadunaisky-Metho de, [44], und eine m

•

oglic he V ereinfac h ung nac h Stetter, [40 ], getestet.

Basierend auf den Ergebnissen der v orherigen Absc hnitte wird in Absc hnitt 6 ein zur

In tegration singul

•

arer Anfangsw ertaufgab en geeigneter Algorithm us hergeleitet.

2

V erw endet wurde Maple V Release 3.0 f

•

ur Microsoft Windo ws 3.1, Cop yrigh t 1981-1994 W ater-

lo o Maple Soft w are.
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2 Grundlagen

2.1 Singul

•

are Anfangsw ertaufgab en

Systeme erster Ordn ung

Wir b etrac h ten nic h tlineare Anfangsw ertaufgab en f

•

ur ein System gew

•

ohnlic her Di�e-

ren tialgleic h ungen erster Ordn ung mit einer Singularit

•

at erster Art,

y

0

( x ) �

M ( x )

x

� y ( x ) = f ( x; y ( x )) ; 0 < x � 1 ; (2.1a)

B

0

� y (0) = � ; (2.1b)

M (0) � y (0) = 0 ; (2.1c)

w ob ei wir annehmen, da� die Eigen w erte der Matrix M := M (0) gleic h Null o der ihre

Realteile negativ sind. Dab ei ist die Bedingung (2.1c) nac h [28 ] bzw. [30 ] notwendig

und hinr eichend f

•

ur y 2 C [0 ; 1] ; w ob ei wir mit C := C [0 ; 1] die Menge aller stetigen

Abbildungen der Menge [0 ; 1] in b ezeic hnen.

Man b eac h te, da� die rec h te Seite v on (2.1a) nic h t Lipsc hitz-stetig in y gleic hm

•

a�ig in x

auf [0 ; 1] ist, w eil die Lipsc hitz-Konstan te v on 1 =x abh

•

angt. Somit k ann der Existenz-

und Eindeutigk eitssatz v on Picard-Lindel

•

of nic h t angew endet w erden, um die Existenz

und Eindeutigk eit der L

•

osung dieser Anfangsw ertprobleme zu zeigen.

Im F all linearer Probleme mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix M k ann man auc h oh-

ne die L

•

osung v on (2.1a) explizit zu k ennen den W ert y

0

(0) b erec hnen. Un ter den

gegeb enen Bedingungen gilt y 2 C

1

[0 ; 1] ; daher m u�

lim

x ! 0

y

0

( x ) < 1

gelten. Dieser Grenzw ert wird durc h lok ale T a yloren t wic klung b erec hnet, und y

0

(0)

k ann mittels

y

0

(0) = ( I

n

� M )

� 1

� f (0) (2.2)

b erec hnet w erden, da die In v erse v on I

n

� M laut V orraussetzung existiert.

Systeme zw eiter Ordn ung

Wir b etrac h ten n un die en tsprec henden nic h tlinearen Anfangsw ertprobleme zw eiter

Ordn ung,

y

00

( x ) �

A

1

( x )

x

� y

0

( x ) �

A

0

( x )

x

2

� y ( x ) = f ( x; y ( x )) ; 0 < x � 1 ; (2.3a)

B

0

� y (0) = � ; (2.3b)

A

0

(0) � y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ; (2.3c)

w ob ei wir annehmen, da� die Eigen w erte der Matrix M := M (0) gleic h Null o der ihre

Realteile negativ sind. Dab ei ist die Bedingung (2.3c) nac h [28 ] bzw. [30 ] notwendig

und hinr eichend f

•

ur y 2 C [0 ; 1] :
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•

are Anfangsw ertaufgab en 7

F

•

ur lineare Probleme mit k onstan ter Ko�zien tenmatrix folgt daraus y 2 C

2

[0 ; 1] ; w es-

w egen wiederum

lim

x ! 0

y

00

( x ) < 1

gelten m u�. Aus den T a yloren t wic klungen v on y ( x ) und y

0

( x ) um die Stelle x = 0

liefert der

•

Ub ergang x ! 0

A

0

� y (0) = 0 ; ( A

0

+ A

1

) � y

0

(0) = 0 ;

damit dieser Grenzw ert existiert. Diese Bedingungen sind erf

•

ullt, da en t w eder A

0

regul

•

ar und y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ist, o der y (0) = 


1

; y

0

(0) = 0 und 


1

im Kern v on A

0

gilt. Daher gilt

y

00

(0) =

�

I

n

� A

1

�

A

0

2

�

� 1

� f (0) ; (2.4)

falls ( I

n

� A

1

� A

0

= 2) regul

•

ar ist, w as in den f

•

ur die An w endungen relev an ten F

•

allen

der F all ist.

Mit

z ( x ) := x y

0

( x )

und

z

0

( x ) = y

0

( x ) + x y

00

( x ) =

I

n

+ A

1

( x )

x

� z ( x ) +

A

0

( x )

x

� y ( x ) + xf ( x; y ( x ))

ergibt sic h aus (2.3a) das folgende System erster Ordn ung der Dimension 2 n :

�

y ( x )

z ( x )

�

0

=

1

x

�

0 I

n

A

0

( x ) I

n

+ A

1

( x )

�

�

�

y ( x )

z ( x )

�

+ x

�

0

f ( x; y ( x ))

�

:

Mit

v ( x ) =

�

v

1

( x )

v

2

( x )

�

:=

�

y ( x )

z ( x )

�

;

M ( x ) :=

�

0 I

n

A

0

( x ) I

n

+ A

1

( x )

�

; (2.5)

�

f ( x; v ( x )) :=

�

0

f ( x; v

1

( x ))

�

;

k ann das letzte System wie folgt gesc hrieb en w erden:

v

0

( x ) =

1

x

M ( x ) � v ( x ) + x

�

f ( x; v ( x )) ; 0 < x � 1 : (2.6)

Diese Di�eren tialgleic h ung en tspric h t bis auf die Dimension dem Problem (2.1a) und

f

•

ur die L

•

osung y ( x ) des Problems gilt

y ( x ) = v

1

( x ) ; y

0

( x ) = v

0

1

( x ) =

v

2

( x )

x

:
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2.2 T estb eispiele

Als T estb eispiele b etrac h ten wir ausgew

•

ahlte singul

•

are Anfangsw ertaufgab en zw eiter

Ordn ung, (2.3), deren L

•

osungen explizit b ek ann t sind. Die Anfangsw ertaufgab en w er-

den zur n umerisc hen L

•

osung auf Systeme erster Ordn ung (2.6) transformiert. Die

angegeb enen W erte �

1

und �

2

en tsprec hen den Eigen w erten der Matrix M ; bzw. M (0) ;

vgl. (2.5).

1. Wir b eginnen mit linearen Anfangsw ertaufgab en mit k onstan ter Ko e�zien ten-

matrix.

(a) Wie Beispiel 2 in [12 ], Seite 26, bzw. Beispiel 2 aus [13 ], Seite. 139, w ob ei

die Eigen w erte auf �

1

= �

2

= 0 und die rec h te Seite f ( x ) leic h t mo di�ziert

wurden,

y

00

( x ) =

� 1

x

y

0

( x ) + c x

k � 2

e

� �x

�

k

2

� �x (1 + 2 k ) + �

2

x

2

�

; 0 < x � 1 ;

y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ;

bzw.

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

0 0

�

� v ( x ) +

�

0

c x

k � 1

e

� �x

( k

2

� �x (1 + 2 k ) + �

2

x

2

)

�

;

v (0) = 0 ; v

0

(0) = 0 ;

mit c =

�

�

k

�

k

e

k

; k = 4 und � = 8 : Die allgemeine L

•

osung ist y ( x ) =

c

1

+ c

2

ln( x ) + cx

k

e

� �x

; und die exakte L

•

osung y ( x ) = cx

k

e

� �x

; bzw.

v ( x ) =

�

cx

k

e

� �x

c ( k � �x ) x

k � 1

e

� �x

�

;

deren erste drei Ableitungen b ei Null v ersc h winden.

(b) Beispiel 2 aus [41 ], Seite 460,

y

00

( x ) =

� 2

x

y

0

( x ) � n

2

cos( nx ) �

2

x

n sin ( nx ) ; 0 < x � 1 ;

y (0) = 2 ; y

0

(0) = 0 ;

mit n = 3 ; und �

1

= 0 ; �

2

= � 1 : Die L

•

osungssc har ist y ( x ) = 1 + c

1

+ c

2

=x +

cos ( nx ) ; und die exakte L

•

osung y ( x ) = 1 + cos ( nx ) : Das transformierte

Problem

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

0 � 1

�

� v ( x ) +

�

0

� xn

2

cos ( nx ) � 2 n sin( nx )

�

;

v (0) =

�

2

0

�

; v

0

(0) = 0 ;

hat die gerade F unktion v ( x ) = (1 + cos( nx ) ; � nx sin( nx ))

T

als L

•

osung.
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� 1 : 5

� 1

� 0 : 5

0

0 : 5

1

1 : 5

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.1: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 1a

� 2

� 1 : 5

� 1

� 0 : 5

0

0 : 5

1

1 : 5

2

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.2: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 1b
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(c) In Beispiel 3 aus [11], Seite 13, wurden die Eigen w erte auf �

1

= � 1 ; �

2

= � 2

ge

•

andert und die L

•

osung y ( x ) et w as sc h wieriger gemac h t:

y

00

( x ) =

� 4

x

y

0

( x ) +

� 2

x

2

y ( x ) + e

k x

( k

2

x

2

+ 8 xk + 12) ; 0 < x � 1 ;

y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ;

f

•

ur k = 2 ergibt sic h die L

•

osungssc har y ( x ) = c

1

=x + c

2

=x

2

+ x

2

e

k x

: Die

L

•

osung ist y ( x ) = x

2

e

k x

: Das transformierte Problem

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

� 2 � 3

�

� v ( x ) + e

k x

�

0

k

2

x

3

+ 8 x

2

k + 12 x

�

;

v (0) = 0 ; v

0

(0) = 0 ;

hat die L

•

osung v ( x ) = ( x

2

e

k x

; (2 + k x ) x

2

e

k x

)

T

:

0

5

10

15

20

25

30

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.3: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 1c
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2. Die n

•

ac hsten T estb eispiele sind lineare Anfangsw ertaufgab en mit v ariabler Ko ef-

�zien tenmatrix M :

(a) Wie Beispiel 2 in [12], Seite 26, bzw. Beispiel 2 aus [13 ], Seite. 139, w ob ei

die Eigen w erte auf �

1

= �

2

= 0 mo di�ziert wurden,

y

00

( x ) =

� 1

x

y

0

( x ) + �

2

y ( x ) + cx

k � 2

e

� �x

�

k

2

� �x (1 + 2 k )

�

; 0 < x � 1 ;

y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ;

bzw.

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

0 0

�

� v ( x ) + x

�

0

�

2

v

1

( x ) + cx

k � 2

e

� �x

( k

2

� �x (1 + 2 k ))

�

;

v (0) =

�

0

0

�

; v

0

(0) = 0 ;

mit c =

�

�

k

�

k

e

k

; k = 4 und � = 2 : Die L

•

osungssc har ist y ( x ) = c

1

I

0

( �x ) +

c

2

K

0

( �x ) + cx

k

e

� �x

; w ob ei I

0

( x ) die mo di�zierte Besselfunktion 0. Ordn ung

und K

0

( x ) die dazugeh

•

orende Neumannfunktion 0. Ordn ung ist. Die exakte

L

•

osung ist, wie in Beispiel 1a, y ( x ) = cx

k

e

� �x

:

0

0 : 1

0 : 2

0 : 3

0 : 4

0 : 5

0 : 6

0 : 7

0 : 8

0 : 9

1

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.4: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 2a
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(b) Mit A = B = 1 ; �

1

= �

2

= 0 ; ist die exakte L

•

osung v on

y

00

( x ) =

� cosh( x )

x

y

0

( x ) +

B x (4 + cosh( x )) + B

2

x

2

x

2

y ( x ) +

+ 2 A (1 + cosh( x ))e

B x

; 0 < x � 1 ;

y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ;

y ( x ) = Ax

2

e

B x

; bzw. f

•

ur

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

B x (4 + cosh( x )) + B

2

x

2

1 � cosh( x )

�

� v ( x ) +

+ x

�

0

2 A (1 + cosh( x ))e

B x

�

; 0 < x � 1 ;

v (0) =

�

0

0

�

; v

0

(0) = 0 ;

v ( x ) = ( Ax

2

e

B x

; A (2 + B x ) x

2

e

B x

)

T

:

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.5: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 2b
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3. Die dritte Grupp e der T estb eispiele bilden nic h tlineare Anfangsw ertaufgab en.

Wir w

•

ahlen ein repr

•

asen tativ es Beispiel aus:

(a) Die

"

Emden-Di�eren tialgleic h ung \ , Beispiel 2 in [20 ], Seite 215, bzw. Beispiel

2 in [21 ], Seite 807, o der Beispiel 7.8 in [37 ], Seite 33, mit �

1

= 0 ; �

2

= � 1 ;

y

00

( x ) =

� 2

x

y

0

( x ) � y

5

( x ) ; 0 < x � 1 ;

y (0) = 1 ; y

0

(0) = 0 ;

hat die exakte L

•

osung y ( x ) =

1

p

1+ x

2

= 3

: F

•

ur v ( x ) = ( y ( x ) ; xy

0

( x ))

T

; wird

v

0

( x ) =

1

x

�

0 1

0 � 1

�

� v ( x ) � x

�

0

v

5

1

( x )

�

; 0 < x � 1 ;

v (0) =

�

1

0

�

; v

0

(0) = 0 ;

durc h die gerade F unktion

v ( x ) =

0

@

1

p

1+ x

2

= 3

�

x

2

3

p

1+ x

2

= 3

3

1

A

gel

•

ost.

� 0 : 4

� 0 : 2

0

0 : 2

0 : 4

0 : 6

0 : 8

1

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

v

1

( x )

v

2

( x )

Abbildung 2.6: Die L

•

osungsk omp onen ten v on Beispiel 3a
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2.3 Numerisc he L

•

osung v on Anfangsw ertaufgab en

Es sei n 2 : Wir de�nieren das Diskretisierungsgitter �

n

mit den Gitterpunkten

x

j

2 [ a; b ] ; 0 � j � n , w elc he v ersc hieden und aufsteigend geordnet sind. Wir setzen

w eiters x

0

:= a und x

n

:= b: Das hei�t

�

n

:= f x

0

; x

1

; : : : ; x

n � 1

; x

n

g

mit

a = x

0

< x

1

< : : : < x

n � 1

< x

n

= b:

Sind die Abst

•

ande x

j +1

� x

j

k onstan t f

•

ur alle j; so spric h t man v on einem

•

aquidistan ten

Gitter. Das Gitter wird dann mit � = �

h

; h := 1 =n; b ezeic hnet.

Wir b etrac h ten die analytisc he L

•

osung y ( x ) des klassisc hen Anfangsw ertproblems erster

Ordn ung

y

0

( x ) = F ( x; y ( x )) ; a � x � b; (2.7a)

y ( a ) = b

0

; (2.7b)

w ob ei y und F v ektorw ertige F unktionen der Dimension n sind, und b

0

ein k onstan ter

V ektor der Dimension n ist, und wir v oraussetzen, da� F Lipsc hitz-stetig b ez

•

uglic h y

gleic hm

•

a�ig in x auf [ a; b ] ist. Mit y

�

b ezeic hnen wir den ( n + 1)-dimensionalen V ektor

mit den N

•

aherungen y

j

f

•

ur y ( x

j

) ; 0 � j � n; also die n umerisc he L

•

osung. Dieser V ektor

y

�

:= ( y

0

; y

1

; : : : ; y

n

) 2

n +1

wird auc h als diskrete Gitterfunktion b ezeic hnet, w eil er jedem Punkt x

j

des Gitters �

n

einen W ert y

j

zuordnet. Das Diskretisierungsgitter m u� dab ei nic h t not w endigerw eise

•

aquidistan t sein. Der V ektor der exakten L

•

osungsw erte

y (�) := ( y ( a ) ; y ( x

1

) ; : : : ; y ( x

n � 1

) ; y ( b ))

ist eb enfalls eine Gitterfunktion.

F

•

ur jedes x

j

de�nieren wir den globalen F ehler als

"

j

:= y

j

� y ( x

j

) ; 0 � j � n;

bzw. als Gitterfunktion "

�

:

Da so w ohl y

�

als auc h y (�) Elemen te des

n +1

sind, de�nieren wir ihren Abstand

� ( y

�

; y (�)) als

� ( y

�

; y (�)) := j y

�

� y (�) j = max

0 � j � n

( j "

j

j ) ;

w elc hes der Maxim umnorm b ez

•

uglic h des Gitters en tspric h t.

Wir b esc hr

•

ank en uns auf Einsc hrittv erfahren, w elc he (2.7) sc hritt w eise l

•

osen. Dab ei

wird y

0

( x ) durc h einen einfac hen Di�erenzenquotien ten diskretisiert. Die rec h te Seite

v on (2.7a) wird durc h eine passende Inkremen tfunktion �( x; y ; h ) appro ximiert. Das

f

•

uhrt zu der Einsc hrittrekursion

y

0

:= b

0

; (2.8a)

y

j +1

:= y

j

+ h

j

�( x

j

; y

j

; h

j

) ; 0 � j � n � 1 : (2.8b)
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Den F ehler, der im Sc hritt v on x

j

zu x

j +1

gemac h t wird, nenn t man den lok alen F ehler

in x

j +1

;

e

j +1

:= y

j +1

� u

j

( x

j +1

) ; 0 � j � n � 1 ; (2.9)

w ob ei u

j

( x ) die exakte L

•

osung der Anfangsw ertaufgab e

u

0

j

( x ) = F ( x; u

j

( x )) ; x

j

� x � x

j +1

;

u

j

( x

j

) = y

j

;

ist.

Nat

•

urlic h wird die Gleic h ung (2.8b) v on den exakten W erten der L

•

osung y (�) nic h t

erf

•

ullt. Setzt man y (�) in (2.8b) ein, so nenn t man das en tstehende Residuum den

lok alen Diskretisierungsfehler,

3

der durc h �

j +1

;

�

j +1

:= y ( x

j

) + h

j

�( x

j

; y ( x

j

) ; h

j

) � y ( x

j +1

) ; 0 � j � n � 1 ;

de�niert ist.

F

•

ur die b etrac h teten Einsc hrittv erfahren existiert b ereits eine umfassende klassisc he

Theorie b ez

•

uglic h Konsistenz, Stabilit

•

at und Kon v ergenz. Die Ergebnisse �ndet man

in der einsc hl

•

agigen Literatur, wie z.B. in [14 ] und [18 ]. Wir k onzen trieren unsere Un-

tersuc h ungen auf Runge-Kutta V erfahren, die wir im allgemeinen mit RK abk

•

urzen

w erden. Ein explizites s -stu�ges Runge-Kutta V erfahren (ERK) ist ein Einsc hrittv er-

fahren mit

y

j +1

:= y

j

+ h

j

s

X

i =1

b

i

k

i

; (2.10)

w ob ei die k

i

rekursiv mittels

k

1

:= F ( x

j

; y

j

) ;

k

2

:= F ( x

j

+ c

2

h

j

; y

j

+ h

j

a

21

k

1

) ;

.

.

.

k

s

:= F ( x

j

+ c

s

h

j

; y

j

+ h

j

s � 1

X

m =1

a

sm

k

m

) ;

de�niert sind. Das hei�t, es w erden s dazwisc henliegende Appro ximationen an Punkten

x

j

und x

j

+ c

i

h

j

; 2 � i � s; zur Berec hn ung v on �( x

j

; y

j

; h

j

) v erw endet. Je nac h s und

den W erten der Sk alare a

im

; b

i

und c

i

un tersc heidet man un tersc hiedlic he V erfahren.

Man de�niert die Ordn ung des Runge-Kutta V erfahrens als p; w enn f

•

ur ein gen

•

ugend

glattes Problem (2.7) die Absc h

•

atzung

j y ( a + h ) � y

1

j = j e

1

( h ) j � K h

p +1

(2.11)

mit K 2 gilt, d.h. w enn der lok ale F ehler f

•

ur h ! 0 mit der Ordn ung p + 1 v ersc h win-

det.

3

Dieser F ehler, in der englisc hen Literatur als

"

lo cal truncation error \ b ezeic hnet, ist nic h t zu v er-

w ec hseln mit dem lok alen F ehler (2.9).
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In F or tran 90 , vgl. Absc hnitt 2.4, gestaltet sic h die Berec hn ung v on (2.10) b esonders

•

ub ersic h tlic h.

4

Ist a(:,:) die Matrix der a

im

; b(:),c(:) die V ektoren der b

i

; c

i

;

w(:) ein Hilfsv ektor und k(:,:) die Matrix der k

i

; dann b erec hnet Dormand, [8 ],

y

j +1

mittels des in Abb. 2.7 angegeb enen Co des, der f

•

ur Systeme b eliebiger Dimension

geeignet ist.

k(1,:) = F(x, y) ! 1. k berechnen

DO i = 2, s ! alle Stufen durchlaufen

w = y + h*MATMUL(a(i,1:i-1 ), k(1:i-1,:))

k(i,:) = F(x + c(i)*h, w) ! i. k berechnen

END DO

y = y + h*MATMUL(b, k) ! neue Naeherung fuer y

Abbildung 2.7: F or tran 90 Co de f

•

ur ein explizites Runge-Kutta V erfahren

Ein implizites s -stu�ges Runge-Kutta V erfahren (IRK) ist ein Einsc hrittv erfahren mit

(2.10), w ob ei die k

i

L

•

osung des nic h tlinearen s � n -dimensionalen Gleic h ungssystems

k

1

:= F ( x

j

+ c

1

h

j

; y

j

+ h

j

s

X

m =1

a

1 m

k

m

) ;

.

.

.

k

s

:= F ( x

j

+ c

s

h

j

; y

j

+ h

j

s

X

m =1

a

sm

k

m

) ;

mit a

im

6= 0 f

•

ur i � m sind. Diese L

•

osung existiert nac h dem Fixpunktsatz v on Banac h

f

•

ur en tsprec hend kleine h

j

; vgl. Satz 7.2, Absc hnitt I I.7, [18 ]. Die Berec hn ung v on

y

j +1

ist k omplizierter als f

•

ur explizite V erfahren, da das nic h tlineare Gleic h ungssystem

G ( k ) = 0 mit Newton-Iteration gel

•

ost w erden m u�.

Implizite Runge-Kutta V erfahren zeic hnen sic h durc h sp ezielle Stabilit

•

atseigensc haften

wie z.B. A-Stabilit

•

at aus. W eiters hab en implizite V erfahren mit c

1

6= 0 ; also Radau

bzw. Gauss V erfahren, den V orteil, da� k eine Ausw ertung v on F ( x

0

; y

0

) not w endig ist.

Diese ist f

•

ur a = x

0

= 0 problematisc h, da w egen 1 =x in F ( x; y ) diese nic h t automatisc h

durc hgef

•

uhrt w erden k ann, sondern durc h den Ben utzer gesondert b ereitgestellt w erden

m u�, vgl. Absc hnitt 2.1, F ormeln (2.2) bzw. (2.4).

2.4 Hard- und Soft w aresp ezi�k ation

Grunds

•

atzlic h wurden die T estroutinen in F or tran 90 co diert, da die v ektorielle Syn-

tax die Programmierung sehr erleic h tert, vgl. Abb. 2.7, bzw. [31 ]. V erw endet wurde

dazu der Essential Lahey F or tran 90 Compiler Release 3.00a

5

(ELF90), der

•

ub er In ternet frei v erf

•

ugbar ist. ELF90 l

•

auft un ter MS-DOS und erzeugt 32-Bit Co de.

In manc hen F

•

allen m u�te jedo c h auc h auf F or tran 77 zur

•

uc kgegri�en w erden, w enn

b en

•

otigte Bibliothek en n ur dort v erf

•

ugbar w aren, bzw. Co des aus

•

alteren B

•

uc hern, z.B.

4

Man v ergleic he dazu auc h die en tsprec hende Algorithmen in [33].

5

Cop yrigh t 1994-1997 Lahey Computer Systems.
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[19 ], v erw endet wurden. Generell wurde der F ortran Daten t yp REAL(kind = 8) bzw.

DOUBLE PRECISION v erw endet, um die Rec henfehler m

•

oglic hst klein zu halten.

S

•

am tlic he T ests wurden auf PCs mit In tel Prozessoren durc hgef

•

uhrt. Die v erw en-

dete Arithmetik ist bin

•

ar mit Round-to-Nearest Rundung. Der Daten t yp DOUBLE

PRECISION en tspric h t der Gleitk ommaarithmetik

(2 ; 53 ; 1023 ; � 1022 ; f al se ) : (2.12)

Der maximale dezimale W erteb ereic h v on DOUBLE PRECISION f

•

ur normierte Zahlen der

v erw endeten Masc hine ist daher

2 : 23 � 10

� 308

� j x j � 1 : 8 � 10

308

und f

•

ur subnormale Zahlen

9 : 88 � 10

� 324

� j x j � 2 : 23 � 10

� 308

:

Der maximale relativ e Rundungsfehler EPS ist somit

EPS =

2

1 � 53

2

= 2

� 53

= 1 : 11 � 10

� 16

;

w eil Round-to-Nearest Rundung ausgef

•

uhrt wird.
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3 Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers

Zur Sc hritt w eitensteuerung mit Hilfe des lok alen F ehlers wird

•

ublic herw eise wie folgt

v orgegangen. Zuerst sc h

•

atzt man den lok alen F ehler des letzten Sc hrittes zu y

j

; man

b erec hnet also eine N

•

aherung d

j

f

•

ur den lok alen F ehler e

j

: Aufgrund der Gr

•

o�enord-

n ung v on d

j

im V ergleic h mit einer v orgegeb enen T oleranz T wird en tsc hieden, ob der

letzte Sc hritt angenommen o der v erw orfen wird. Wird er angenommen, so wird mit

Hilfe v on d

j

die Sc hritt w eite f

•

ur den n

•

ac hsten Sc hritt v orhergesagt, andernfalls wird der

Sc hritt mit der eb en b erec hneten Sc hritt w eite wiederholt. Dadurc h wird v ersuc h t den

relativ en F ehler knapp un ter der T oleranz zu halten, w o durc h unn

•

otig kleine Sc hritt-

w eiten v ermieden w erden. Dab ei wird v orausgesetzt, da� der lok ale und der globale

F ehler k orreliert sind, da man ja prinzipiell an den globalen F ehler Genauigk eitsanfor-

derungen stellt. Dies ist f

•

ur regul

•

are Probleme fast immer der F all, daher ist die hier

b esc hrieb ene Metho de die meist v erw endete.

3.1 Runge-Kutta P aare

Dieser Absc hnitt basiert auf [8 ], Absc hnitt 5.3, bzw. [18 ], Absc hnitt I I.4. Die Idee ist,

zw ei v ersc hiedene N

•

aherungsl

•

osungen y

j

und ^y

j

mit zw ei ERK der Ordn ungen p und

q > p zu b erec hnen, w ob ei man mit dem gleic hen W ert y

j � 1

startet. Man de�niert

d

j

:= y

j

� ^y

j

:

Setzt man darin (2.9) ein, so folgt

d

j

= y

j

� ^y

j

= u

j � 1

( x

j

) + e

j

� u

j � 1

( x

j

) � ^e

j

= e

j

� ^e

j

: (3.1)

Es gilt d

j

� e

j

; w enn j e

j

j � j ^e

j

j ist, d.h. w enn die Sc hritt w eite klein gen ug ist, da� die

zus

•

atzlic hen h

q � p

; vgl. (2.11), ^ e

j

sehr klein mac hen. Un ter geeigneten V oraussetzungen

und f

•

ur j d

j

j � T k ann die n

•

ac hste Sc hritt w eite dann mit

h

j +1

:= 0 : 9 h

j

�

T

j d

j

j

�

1

p +1

(3.2)

v orausgesagt w erden, w ob ei 0 : 9 ein klassisc her

"

Sic herheitsfaktor \ ist.

In unseren F

•

allen gilt q = p + 1 : Aus Gr

•

unden der E�zienz v erw endet man Runge-

Kutta P aare mit den selb en Sk alaren a

im

und c

i

; 1 � m � i � 1 ; 2 � i � s; sogenann te

"

em b edded Runge-Kutta pairs \ . Dadurc h reduziert sic h der Aufw and auf s zus

•

atzlic he

Multiplik ationen und Additionen gegen

•

ub er einen einfac hen Runge-Kutta V erfahren,

vgl. [8 ], Absc hnitt 5.6, bzw. [18 ] Absc hnitt I I.4.

Ob w ohl d

j

eine Sc h

•

atzung v on e

j

ist, nimm t man nat

•

urlic h den genaueren W ert ^y

j

f

•

ur

die w eiteren Berec hn ungen, w as mit lok aler Extrap olation b ezeic hnet wird. Wir sc hrei-

b en f

•

ur ein Runge-Kutta P aar mit den Ordn ungen p und q kurz q ( p ) P aar. Prinzipiell

gilt ein q ( p ) P aar als V erfahren mit Ordn ung p; da f

•

ur diese die Sc h

•

atzung des F ehlers

b erec hnet wird.

F

•

ur die folgenden Absc hnitte wurde Dormands Programm RKmbed.f90 , [8], Seite 293,

leic h t mo di�ziert, w ob ei v or allem die Ein- und Ausgab e allgemeiner gestaltet wurde.
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Sind b(:),bl(:) die V ektoren der Ko e�zien ten

^

b

i

; b

i

zu den Ordn ungen q und p; dann

b erec hnet man j d

j

j ; im Co de d , mit

d = h*MAXVAL(ABS(MAT MUL(b l - b, k)))

Die Berec hn ung v on h

j +1

erfolgt genau wie in (3.2).

3.1.1 Runge-Kutta 5(4) P aar (DOPRI5)

F

•

ur dieses Runge-Kutta P aar wurden die Ko e�zien ten aus [8 ], Seite 84, Abb. 5.4,

gew

•

ahlt. Es sind zw ei sieb en-stu�ge ERK mit Ordn ungen p = 4 und q = 5 ; w elc he

auc h mit DOPRI5 f

•

ur Dormand-Prince, [7 ], b ezeic hnet w erden. Dieses Runge-Kutta

P aar dien t uns als Basismetho de.

Mit der Startsc hritt w eite h

1

:= 0 : 1 wurden T estprobleme mit 3 v ersc hiedenen T ole-

ranzen T f

•

ur den lok alen F ehler, T = 1E � 6 ; 1E � 9 und 1E � 12 ; gel

•

ost. Die loga-

rithmisc h sk alierten Graphen zeigen jew eils das v on RK45.F90 automatisc h gew

•

ahlte

Gitter (Karo), die Maxim umnorm des globalen F ehlers, j "

j

j ; 0 � j � n; (dic k e Linie),

die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers, j d

j

j ; (punktierte Linie) und die Maxim umnorm des

exakten lok alen F ehlers, j e

j

j ; (d

•

unne Linie), falls die allgemeine L

•

osung b ek ann t ist.

Dies tri�t prinzipiel l n ur auf die linearen Beispiele mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix

zu.

Zum b esseren

•

Ub erblic k

•

ub er die gew

•

ahlten Sc hritt w eiten erg

•

anzt eine x

j

zu h

j

Gra�k

die T estreihe. Dab ei wurde in jedem Punkt x

j

die Sc hritt w eite als y -W ert aufgetragen,

mit w elc her der Punkt erreic h t wurde, also x

j

� x

j � 1

:

1E � 010

1E � 009

1E � 008

1E � 007

1E � 006

1E � 005

0 : 0001

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

lok.F.

Gitter
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 3.1: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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1E � 012

1E � 011
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1E � 009

1E � 008

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

lok.F.

Gitter
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 3.2: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9
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3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 3.3: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 12
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Abbildung 3.4: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar f

•

ur Beispiel 1a

5(4) P aar f

•

ur Beispiel 1a: In Abb. 3.1 folgt die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers die-

sem qualitativ relativ gut, n ur die erste Spitze wird um eine Zehnerp otenz un tersc h

•

atzt.

W eiters, vgl. Abb. 3.2 und 3.3, wird der lok ale F ehler b ei steigender Genauigk eitsan-

forderung st

•

ark er

•

ub ersc h

•

atzt. Der lok ale F ehler nimm t b ei der Singularit

•

at mit einer

Spitze den gr

•

o�ten W ert an. Der globale F ehler nimm t jedo c h b ei kleinerer lok aler

T oleranz en tsprec hend v on et w a 1E � 5

•

ub er 1E � 8 auf 1E � 11 ab.

5(4) P aar f

•

ur Beispiel 1b: Im Gegensatz zu Beispiel 1a zeigt sic h hier ein et w as

anderes V erhalten. In Abb. 3.5 ist eine mark an te Spitze in der Sc h

•

atzung des lok alen

F ehlers zu erk ennen. Daraus resultierend wurden in Abb. 3.7 am Anfang des In terv alls

viele kleine Sc hritte durc hgef

•

uhrt, ob w ohl die L

•

osung dort glatt ist. Der lok ale F ehler

selb er zeigt k eine Spitze, wie et w a in Abb. 3.1-3.3.

5(4) P aar f

•

ur Beispiel 2a: Abb. 3.8 bis 3.10 zeigen durc h w egs mark an te Spitzen

im lok alen F ehler am Beginn des In terv alls, die v on der Sc h

•

atzung mit bis zu zw ei

Zehnerp otenzen un tersc h

•

atzt w erden. W eg v on der Singularit

•

at ist die Sc h

•

atzung des

lok alen F ehlers zw ar zu ho c h, folgt ab er dem V erlauf des lok alen F ehlers gut. Der

globale F ehler nimm t en tsprec hend den lok alen T oleranzen ab, vgl. Beispiel 1a.

5(4) P aar f

•

ur Beispiel 2b: Wie in Beispiel 1b zeigt die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers

in den Abb. 3.12 und 3.13 ausgepr

•

agte Spitzen am Anfang des In terv alls. Ob w ohl

die L

•

osung dort n ur kleine h

•

ohere Ableitungen b esitzt, wird eine kleine Sc hritt w eite

gew

•

ahlt, vgl. Abb. 3.14. Der globale F ehler v erb essert sic h en tsprec hend der h

•

oheren

lok alen Genauigk eit, au�allend ist jedo c h der geringe W ert zwisc hen 0 : 1 und 0 : 2 in Abb.

3.13.
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Abbildung 3.5: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.6: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.7: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar f

•

ur Beispiel 1b
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Abbildung 3.8: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.9: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.10: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 12
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Abbildung 3.11: x
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-Plot 5(4) P aar f

•

ur Beispiel 2a
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Abbildung 3.12: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 2b, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.13: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 2b, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.14: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar f

•

ur Beispiel 2b
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Abbildung 3.15: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 3a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.16: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 3a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.17: F ehler 5(4) P aar in Beispiel 3a, T oleranz 1E � 12
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Abbildung 3.18: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar f

•

ur Beispiel 3a
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5(4) P aar f

•

ur Beispiel 3a: In Abb. 3.15 ist am Beginn der In tegration eine stark

ausgepr

•

agte Spitze in der lok alen F ehlersc h

•

atzung zu erk ennen, die w eniger stark sic h t-

bar auc h in den Abb. 3.16 und 3.17 v orhanden ist. Die globalen F ehler nehmen mit

dem V erkleinern der lok alen T oleranzen en tsprec hend ab. In Abb. 3.18 ist, wie auc h

sc hon in den Beispielen 1b und 2b, die W ahl der kleinen Sc hritt w eiten am Beginn des

In terv alls zu erk ennen.

3.1.2 Runge-Kutta 3(2) P aar

Um zu

•

ub erpr

•

ufen, w elc hen Ein
u� die Genauigk eit des V erfahrens hat, wurde ein

w eiteres Runge-Kutta P aar mit Ko e�zien ten aus [8 ], Seite 79, Abb. 5.1, gew

•

ahlt. Dies

sind zw ei drei-stu�ge ERK mit p = 2 und q = 3 : Zum V ergleic h mit Absc hnitt 3.1.1

wurden einige T estb eispiele n umerisc h gel

•

ost. Die v on DOPRI5 gew

•

ahlten Sc hritt w eiten

b ew egten sic h et w a in [0 : 01 ; 0 : 1 ] : Bei gleic hen Sc hritt w eiten lieferte das 3(2) P aar nac h

(2.11) daher um 10

2

bis 10

4

mal sc hlec h tere L

•

osungen. Daher wurden die T oleranzen

f

•

ur den lok alen F ehler auf T = 1E � 3 und 1E � 6 reduziert.

Wir geb en hier eine kurze Zusammenfassung der in [30 ] ausf

•

uhrlic h durc hgef

•

uhrten

T ests: Die Ergebnisse b ez

•

uglic h der Sc hritt w eiten w ahl f

•

ur die lok ale F ehlertoleranz v on

1E � 3 k onn ten daher mit 1E � 6 v on DOPRI5 v erglic hen w erden. Es zeigte sic h, da�

der lok ale F ehler um das bis zu 1000-fac he

•

ub ersc h

•

atzt wird und eb enfalls die T endenz

f

•

ur eine Spitze am Beginn des In terv alls zeigt. Der globale F ehler nimm t b ei fallenden

T oleranzen jew eils um drei Zehnerp otenzen ab, wie erw artet. Alle Beispiele zeigten im

V ergleic h mit DOPRI5 qualitativ das selb e V erhalten, am Anfang sind die Sc hritt w eiten

klein und w erden dann gr

•

o�er.

3.1.3 Runge-Kutta 8(7) P aar (DOPRI8)

W eiters wurden einige T estb eispiele mit einem 8(7) P aar gel

•

ost, um den Ein
u� der

h

•

oheren Genauigk eit zu testen. Dazu wurde ein 13-stu�ges Runge-Kutta P aar mit

Ordn ungen p = 7 und q = 8 gew

•

ahlt, [18 ], Seite 195, Abb. 6.4. V on den durc hgef

•

uhrten

T ests mit lok alen T oleranzen 1E � 9 und 1E � 12 ; sind die mit T = 1E � 9 mit denen zu

T = 1E � 6 v on DOPRI5 v ergleic h bar.

Die Ergebnisse der in [30 ] durc hgef

•

uhrten T ests zeigen gleic h hohe und teilw eise sogar

fast um eine Zehnerp otenz deutlic her ausgepr

•

agte Spitzen im lok alen F ehler an der

Singularit

•

at, wie die en tsprec henden Ergebnisse v on DOPRI5. Im V erlaufe der In te-

gration ist die

•

Ub ersc h

•

atzung des lok alen F ehlers eb enfalls im Bereic h v on ein bis zw ei

Zehnerp otenzen. Der globale F ehler v erh

•

alt sic h daf

•

ur no c h geradliniger und v ariiert

k aum en tlang des In terv alls, und nimm t f

•

ur die Reduktion v on T en tsprec hend ab.

3.1.4 Runge-Kutta 4(5) P aar

Das v erw endete Runge-Kutta P aar ist das gleic he wie in Absc hnitt 3.1.1. Um die

•

Ub ersc h

•

atzung des lok alen F ehlers, die sic h in diesen Absc hnitten gezeigt hat, zu

•

ub er-

pr

•

ufen, folgen wir, im Gegensatz zu Absc hnitt 3.1.1, der der L

•

osung y

j

des ERK zur

Ordn ung p; w of

•

ur die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers eigen tlic h b erec hnet wird.
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Getestet wurden zw ei lineare Beispiele mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix, Beispiel 1a

und 1b, und eines mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix, 2a. F

•

ur nic h tlineare Probleme

k ann dieser T est nic h t durc hgef

•

uhrt w erden, da der exakte lok ale F ehler nic h t b ek ann t

ist, und daher der Grad der m

•

oglic hen

•

Ub ersc h

•

atzung nic h t festgestellt w erden k ann.

4(5) P aar f

•

ur Beispiel 1a: In Abb. 3.19 ist deutlic h die Spitze im lok alen F ehler

und das V ersagen der lok alen F ehlersc h

•

atzung des 4(5) P aares in diesem Bereic h zu

erk ennen. Der lok ale F ehler wird um eine Zehnerp otenz un tersc h

•

atzt, wie auc h sc hon

in Abb. 3.1 f

•

ur DOPRI5. W eg v on der Singularit

•

at folgt die lok ale F ehlersc h

•

atzung den

F ehler sehr genau. Mit steigender Ordn ung bzw. kleiner w erdender Sc hritt w eite nimm t

die Auspr

•

agung der Spitze im lok alen F ehler an der Singularit

•

at zu, vgl. Abb. 3.20.

4(5) P aar f

•

ur Beispiel 1b: In Abb. 3.21 und 3.22 liegen die lok alen F ehler des 4(5)

P aares teilw eise bis zu einer Zehnerp otenz

•

ub er dem Sc h

•

atzer. In Abb. 3.21 ist die

Spitze im lok alen F ehler an der Singularit

•

at gut zu erk ennen, w

•

ahrend sie in Abb. 3.22

so sc hmal ist, da� sie auf der Gra�k nic h t zu sehen ist.

4(5) P aar f

•

ur Beispiel 2a: Die Abb. 3.23 und 3.24 lassen folgendes erk ennen. Am

Beginn der In tegration hat der lok ale F ehler eine Spitze, w elc he v on der lok alen F eh-

lersc h

•

atzung des 4(5) P aares bis zu einer Zehnerp otenz un tersc hritten wird, vgl. Ab-

sc hnitt 3.1.1, Abb. 3.8 und 3.9. Ab et w a x = 0 : 2 gibt die Sc h

•

atzung den lok alen F ehler

gut wieder.
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Abbildung 3.19: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.20: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.21: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.22: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.23: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.24: F ehler 4(5) P aar in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9

3.1.5 Runge-Kutta 5(4) P aar mit

"

exakter \ F ehlersc h

•

atzung

Um die Qualit

•

at der lok alen F ehlersc h

•

atzungen des Absc hnitts 3.1.1 w eiter zu un tersu-

c hen, gehen wir wie folgt v or. Wir b erec hnen den Sc hritt v on y

j � 1

zu y

j

und dessen

exakten lok alen F ehler e

j

: Der Sc hritt mit dem h

•

oheren V erfahren liefert ^y

j

; mit dem

wie zuv or w eiter gerec hnet wird. Somit wird der F all sim uliert, da� d

j

= y

j

� ^y

j

eine

sehr genaue Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers e

j

ist. Somit w erden m

•

oglic he Probleme, die

durc h die F ehlersc h

•

atzung en tstehen, ausgegrenzt. Getestet wurden die Beispiele 1a,

1b und 2a, da f

•

ur diese der exakte lok ale F ehler b ek ann t ist.

Die folgenden Gra�k en zeigen das gew

•

ahlte Gitter (Karo), die Maxim umnorm des glo-

balen F ehlers (dic k e Linie), die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers d

j

, die in diesem F all gleic h

der Maxim umnorm des lok alen F ehlers e

j

der L

•

osung y

j

des V erfahrens 4. Ordn ung ist,

(punktierte Linie) und die Maxim umnorm des lok alen F ehlers ^e

j

(d

•

unne Linie), d.h.

den lok alen F ehler der L

•

osung ^y

j

:

5(4) P aar mit

"

exakter \ F ehlersc h

•

atzung f

•

ur Beispiel 1a: Im V ergleic h v on

Abb. 3.25 mit Abb. 3.1 zeigt sic h folgendes: Die Spitze des lok alen F ehlers b ei der

Singularit

•

at ist um eine Zehnerp otenz niedriger. Die lok ale F ehlersc h

•

atzung folgt der

Spitze genau, w

•

ahrend sie in Abb. 3.1 diese um fast eine Zehnerp otenz un tersc h

•

atzt

hat. W eg v on der Singularit

•

at wird der lok ale F ehler um eine Zehnerp otenz

•

ub ersc h

•

atzt.

Ab x = 0 : 2 v erlaufen b eide F ehlersc h

•

atzungen gleic h, d.h. das 5(4) P aar in Absc hnitt

3.1.1 hat dort den exakten lok alen F ehler des V erfahrens 4. Ordn ung gut wiedergegeb en.

Der globale F ehler nimm t eb enfalls um drei Zehnerp otenzen ab, w enn man die T oleranz

reduziert und v erl

•

auft geradlinig, ist jedo c h fast um eine Zehnerp otenz kleiner als der

v on DOPRI5. Die ersten b eiden Sc hritte, vgl. Abb. 3.27, wurden k

•

urzer gew

•

ahlt als in

Abb. 3.4. Sonst stimmen b eide x

j

zu h

j

Gra�k en

•

ub erein.
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Abbildung 3.25: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.26: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9



3.1 Runge-Kutta P aare 35

0

0 : 02

0 : 04

0 : 06

0 : 08

0 : 1

0 : 12

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

1E � 9
3

3

3
3

3

3

3

3

3

3

3 3

3 3 3 3
3

3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3
3 3

3 3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3
3

3

3
3 3 3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

1E � 12

+

+

+
+

+ + + +
+ + + + +

+ + + + +
+ + +

+ + +
+ + +

+
+

+
+ + + +

+ +
+ + + + + + +

+ + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + +
+ + + + + +

+ + + + +
+ + +

+ + +
+

+ + + +
+ + + + + +

+ + + +
+ + +

+ + + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + +
+ + + + + + + +

+ + + + +
+ + + + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ +

+ + + + + +
+ + + + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ + + +

+ + + + + + +
+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + +
+ + + + + + +

+ + + + +
+ + + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ +

+ +
+ + +

+ + + +
+ + +

+ + +
+ +

+ +
+ +

+ +
+

+ +
+

+
+

+ +
+

+ + + +
+ + +

1E � 6
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

Abbildung 3.27: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar exakt f

•

ur Beispiel 1a
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Abbildung 3.28: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.29: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 1b, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.30: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar exakt f

•

ur Beispiel 1b
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Abbildung 3.31: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.32: F ehler 5(4) P aar exakt in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.33: x

j

h

j

-Plot 5(4) P aar exakt f

•

ur Beispiel 2a

5(4) P aar mit

"

exakter \ F ehlersc h

•

atzung f

•

ur Beispiel 1b: In den Abb. 3.28,

3.29 und 3.30 sind k eine Un tersc hiede zu den Abb. 3.5, 3.6 und 3.7 aus Absc hnitt 3.1.1

zu erk ennen. Das hei�t, da� in diesem Beispiel die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers durc h

DOPRI5 ausreic hend genau w ar.

5(4) P aar mit

"

exakter \ F ehlersc h

•

atzung f

•

ur Beispiel 2a: In Abb. 3.31 zeigt

der lok ale F ehler eb enfalls eine Spitze an der Singularit

•

at, diese wird jedo c h v on der

F ehlersc h

•

atzung im Gegensatz zu Abb. 3.8 aufgel

•

ost. Bei 0.1 hat die F ehlersc h

•

atzung

einen Einsc hnitt und un tersc h

•

atzt den lok alen F ehler. Ab et w a 0.4 v erlaufen lok aler

F ehler und F ehlersc h

•

atzung wie f

•

ur DOPRI5. Der globale F ehler v erl

•

auft analog, ist in

den Abb. 3.31 und 3.32 jedo c h um fast eine Zehnerp otenz kleiner. Abb. 3.33 zeigt im

V ergleic h mit 3.11, da� am Beginn k

•

urzere Sc hritt w eiten gew

•

ahlt wurden.

3.1.6 Zusammenfassung

In fast allen F

•

allen hat der lok ale F ehler eine t ypisc he Zac k e am Beginn des In terv alls.

Meist wird diese Zac k e umso steiler, je kleiner die Sc hritt w eite gew

•

ahlt wurde, bzw. je

h

•

oher die Ordn ung des V erfahrens w ar. Will man den lok alen F ehler mit T b esc hr

•

ank en,

so m u� man am Anfang der In tegration viele kleine Sc hritte mac hen, ob w ohl dies v on

der Struktur der L

•

osung nic h t gerec h tfertigt sein m u�. Dies f

•

uhrt zu einem unn

•

otig

hohen Aufw and.

Zus

•

atzlic h wird der lok ale F ehler nahe der Singularit

•

at durc h die Runge-Kutta P aare

teilw eise un tersc h

•

atzt , vgl. Absc hnitt 3.1.1, d.h. es w erden w eniger Sc hritte gemac h t,

als eigen tlic h not w endig, vgl. Absc hnitt 3.1.5. Gen

•

ugend w eit w eg v on der Singula-

rit

•

at wird der F ehler

•

ub ersc h

•

atzt, dies liegt ab er daran, da� der genaueren L

•

osung der

b eiden ERK V erfahren gefolgt wird. Absc hnitt 3.1.4 zeigt, da� in diesem Bereic h die

F ehlersc h

•

atzung sehr genau ist und den lok alen F ehler gut wiedergibt.
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M

•

oc h te man traditionell dem lok alen F ehler folgen, so ist dies mit Runge-Kutta P aaren

nic h t m

•

oglic h, da deren Sc h

•

atzung b ei der Singularit

•

at nic h t dem lok alen F ehler folgt.

Nac h [24 ] ist es m

•

oglic h, da� b ei singul

•

aren Problemen die Ordn ung eines ERK V er-

fahrens bis auf zw ei reduziert wird. Im F all v on Runge-Kutta P aaren k

•

onn ten sic h

in b eiden V erfahren un tersc hiedlic he Ordn ungsreduktionen einstellen, sc hlimmstenfalls

auf die gleic he Ordn ung. Dadurc h ist j ^e

j

j � j e

j

j nic h t mehr gegeb en, w oraus in (3.1)

d

j

6� e

j

; und ev. sogar j d

j

j � j e

j

j folgt, d.h. der lok ale F ehler wird un tersc h

•

atzt .

Dies sc hein t f

•

ur DOPRI5 teilw eise der F all zu sein. Das 3(2) P aar zeigt k eine solc he

Auswirkungen, da kleine Ordn ungen nic h t stark reduziert w erden k

•

onnen.

•

Ub erra-

sc henderw eise sc hein t DOPRI8 auc h nic h t v on Ordn ungsreduktionen b etro�en zu sein.

Der globale F ehler steh t b ei den getesteten Beispielen im Zusammenhang mit der lo-

k alen F ehlertoleranz. Wird diese um drei Zehnerp otenzen reduziert, so nimm t der

globale F ehler bis auf einige Ausnahmen eb enfalls um drei Zehnerp otenzen ab. Die

Gr

•

o�enordn ung b e�ndet ist v on 1 = 10 bis 10 der Gr

•

o�enordn ung der lok alen T oleranz.

3.2 Ric hardson-Extrap olation

Neb en Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers mittels Runge-Kutta P aaren ist die Metho de der

Ric hardson-Extrap olation w eit v erbreitet. Man startet dab ei mit einem V erfahren der

Ordn ung p v on y

j � 1

zu y

j

: Dann halbiert man die Sc hritt w eite und f

•

uhrt mit h

j � 1

= 2

zw ei Sc hritte v on y

j � 1

zu ^y

j

durc h. In den Gleic h ungen f

•

ur die lok alen F ehler dieser

Sc hritte,

y

j

� u

j � 1

( x

j

) � ch

p +1

j

;

^y

j

� u

j � 1

( x

j

) � 2 c

�

h

j

2

�

p +1

;

k ann c durc h y

j

; ^y

j

und h

j

ausgedr

•

uc kt und in der ersten Zeile eingesetzt w erden. Nac h

[18 ], Satz 4.1, ist

d

j

:=

2

p

2

p

� 1

( y

j

� ^y

j

) (3.3)

eine sinn v olle Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers e

j

: F

•

ur die w eiteren Berec hn ungen wird

dann nat

•

urlic h ^y

j

v erw endet.

F

•

ur die T ests wurde das Dormands Programm RKmbed.f90 w eiter mo di�ziert. Statt

einem Sc hritt des Runge-Kutta P aares w erden jetzt drei, einer mit y1 , en tsprec hend

y

j

; und zw ei mit y2 zu h= 2 ; en tsprec hend ^y

j

; durc hgef

•

uhrt. Dann b erec hnet sic h die

Sc h

•

atzung (3.3) v on j d

j

j mit

fk = 2.0D0**p/(2.0D0**p-1 .0D0 ) ! Faktor von p fuer delta

...

d = MAXVAL(ABS(y1-y2 ))*fk ! lokale Fehlerschaetzung

Die Berec hn ung v on h

j +1

erfolgt un v er

•

andert mit (3.2).
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3.2.1 Basismetho de explizites Runge-Kutta 4

Um diesen Absc hnitt mit Absc hnitt 3.1.1 v ergleic hen zu k

•

onnen w

•

ahlen wir ein Runge-

Kutta V erfahren 4. Ordn ung. Der Einfac hheit halb er wurde gleic h die niedere Metho de

v on DOPRI5 gew

•

ahlt, also das sieb en-stu�ge ERK V erfahren 4. Ordn ung aus [8 ], Seite

84, Abb. 5.4, mit den Ko e�zien ten b

i

: Mit der Startsc hritt w eite h

1

:= 0 : 1 wurden die

Probleme 1a, 2a und 3a mit 3 v ersc hiedenen T oleranzen T ; T = 1E � 6 ; 1E � 9 und

1E � 12 ; n umerisc h gel

•

ost.

In den folgenden Abbildungen w erden das Gitter, die Maxim umnorm des globalen

F ehlers, die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers und die Maxim umnorm des lok alen F ehlers

logarithmisc h sk aliert gezeigt.

Ric hardson-Extrap olation f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a: In den Abb. 3.34 und

3.35 folgt die lok ale F ehlersc h

•

atzung exakt den Kon turen des lok alen F ehlers, selbst am

Beginn des In terv alls,

•

ub ersc h

•

atzt diesen ab er um mehr als eine Zehnerp otenz. Die

globalen F ehler nehmen v on 3.34 auf 3.35 um 2.5 Zehnerp otenzen ab und v erhalten

sic h nic h t so geradlinig wie in den Abb. 3.1 bis 3.3. Die W ahl der Sc hritt w eiten, Abb.

3.36, zeigt k eine Un tersc hiede zu Abb. 3.4.

Ric hardson-Extrap olation f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a: Die Sc h

•

atzung stellt den

lok alen F ehler in den Abb. 3.37 und 3.38 gut dar. Der lok ale F ehler zeigt die t ypisc he

Spitze. Die globalen F ehler nehmen mit 2.5 Zehnerp otenzen ab. Abb. 3.39 zeigt im

V ergleic h mit Abb. 3.11 f

•

ur T = 1E � 6 b ei 0.1 eine deutlic he V erk

•

urzung der Sc hritt w eite,

ob w ohl die Sc hritt w eiten generell et w as gr

•

o�er gew

•

ahlt w erden.
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glob.F.
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Abbildung 3.34: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.35: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9

0

0 : 02

0 : 04

0 : 06

0 : 08

0 : 1

0 : 12

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

1E � 9 3

3

3
3

3

3

3

3

3

3

3 3

3 3 3 3
3

3

3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3
3 3

3 3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3
3 3 3

3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

1E � 12

+

+

+
+

+ + + +
+ + + + +

+ + + + +
+ + +

+ + +
+ + +

+
+

+
+ + + +

+ +
+ + + + + + +

+ + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + +
+ + + + + +

+ + + + +
+ + +

+ + +
+

+ + + +
+ + + + + +

+ + + +
+ + +

+ + + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + +
+ + + + + + + +

+ + + + +
+ + + + +

+ + +
+ + +

+ +
+ + +

+ + + + + +
+ + + + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ + +

+ + + + + + + +
+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + +
+ + + + + + +

+ + + + +
+ + + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ +

+ +
+ +

+ + + + +
+ + +

+ + +
+ +

+ +
+ +

+ +
+

+
+ +

+
+

+
+ +

+ + +
+ + +

+

1E � 6 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

Abbildung 3.36: x

j

h

j

-Plot Ric hardson f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a
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Abbildung 3.37: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.38: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.39: x

j

h

j

-Plot Ric hardson f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a

1E � 10

1E � 09

1E � 08

1E � 07

1E � 06

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Gitter
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 3.40: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 3a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.41: F ehler Ric hardson f

•

ur ERK 4 in Beispiel 3a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.42: x

j

h

j

-Plot Ric hardson f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a
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Ric hardson-Extrap olatio n f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a: Wie in den Abb. 3.15 und

3.16 zeigt die lok ale F ehlersc h

•

atzung in den Abb. 3.40 und 3.41 nahe der Singularit

•

at

gro�e Spitzen, w o durc h die Sc hritt w eiten klein gew

•

ahlt w erden. Abb. 3.42 stimm t mit

3.18

•

ub erein, viele kleine Sc hritte am Anfang, die mit der Glattheit der L

•

osung nic h t

•

ub ereinstimmen.

Motiviert durc h das gute V erhalten v on impliziten V erfahren b ei steifen Di�eren tial-

gleic h ungen, vgl. [19 ], die teilw eise auc h Ordn ungsreduktionen zeigen, w erden w eiters

implizite Runge-Kutta V erfahren un tersuc h t. Wir gehen dab ei genau wie f

•

ur explizite

V erfahren v or, die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers erfolgt mittels (3.3), die Berec hn ung

der n

•

ac hsten Sc hritt w eite mit (3.2) und lok ale Extrap olation wird v erw endet. Das

nic h tlineare s � n -dimensionale Gleic h ungssystem G ( k ) = 0 ; mit k = ( k

1

; : : : ; k

s

)

T

wird mit dem Newton-V erfahren gel

•

ost, w ob ei die F ehlersc hrank e 1E � 14 b etr

•

agt, um

m

•

oglic he Beein
ussungen der Ergebnisse aus der Iteration gering zu halten. Das hei�t,

so w ohl das Residuum G ( k

( i )

) ; als auc h das Newton-Inkremen t � k

( i )

m

•

ussen b ez

•

uglic h

der Maxim umnorm des

s � n

kleiner als 1E � 14 sein, damit die i: Iteration als L

•

osung

angenommen wird. Als Start w ert f

•

ur die Komp onen ten k

(0)

m

; 1 � m � s; wird jew eils

die L

•

osung des letzten Sc hrittes v erw endet. Da in dieser Phase auf den Aufw and k eine

R

•

uc ksic h t genommen wird, wird die Jacobi-Matrix, w elc he f

•

ur das jew eilige Beispiel

b ereitgestellt w erden m u�, in jeder Iteration neu ausgew ertet.

Getestet wurde mit einem F or tran 77 Programm, da im Zuge des Newton-V erfahrens

Routinen zur L

•

osung eines linearen Gleic h ungssystems b en

•

otigt w erden, w elc he z.B. in

LAP A CK f

•

ur F or tran 77 zur V erf

•

ugung stehen.

3.2.2 Basismetho de implizites Runge-Kutta 5 (Radau I IA)

Es wurde ein implizites Radau I IA V erfahren aus [19 ], Seite 74, Abb. 5.6, ausgew

•

ahlt.

Die Ordn ung p b etr

•

agt 5 und dieser Absc hnitt wird mit Absc hnitt 3.2.1 v erglic hen.

Mit der Startsc hritt w eite h

1

:= 0 : 1 wurden die Probleme 1a und 2a mit 3 T oleranzen

T = 1E � 6 ; 1E � 9 und 1E � 12 ; gel

•

ost. Die Abbildungen zeigen die Maxim umnorm

des globalen F ehlers als dic k e Linie, die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers als punktierte

Linie und b ei den linearen Anfangsw ertaufgab en mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix

die Maxim umnorm des lok alen F ehlers als d

•

unne Linie. W eiters erg

•

anzen x

j

zu h

j

Gra�k en die Ergebnisse.

Ric hardson-Extrap olatio n f

•

ur IRK 5 f

•

ur Beispiel 1a: Die Abb. 3.43 und 3.44

stimmen fast mit den Abb. 3.34 und 3.35

•

ub erein, der lok ale F ehler deutet am Beginn

der In tegration eine leic h te Zac k e an. Die lok ale F ehlersc h

•

atzung folgt qualitativ dem

V erlauf des lok alen F ehlers, selbst am Beginn des In terv alls, n ur

•

ub ersc h

•

atzt sie diesen

um zw ei Zehnerp otenzen, w as an der lok alen Extrap olation liegt. Die globalen F ehler

v erb essern sic h v on Abb. 3.43 zu 3.44 um jew eils drei Zehnerp otenzen, wie f

•

ur DOPRI5,

vgl. Abb. 3.1, 3.2 und 3.3, sind jedo c h um zw ei Zehnerp otenzen kleiner als dort. Die

W ahl der Sc hritt w eiten, vgl. Abb. 3.45, erfolgt in der N

•

ahe der Singularit

•

at kleiner, als

in den Abb. 3.4 bzw. 3.36.
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Abbildung 3.43: F ehler Ric hardson f

•

ur IRK 5 in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.44: F ehler Ric hardson f

•

ur IRK 5 in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9
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j

-Plot Ric hardson f

•

ur IRK 5 f

•

ur Beispiel 1a
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Abbildung 3.46: F ehler Ric hardson f

•

ur IRK 5 in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.47: F ehler Ric hardson f

•

ur IRK 5 in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9
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•

ur IRK 5 f

•

ur Beispiel 2a
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Ric hardson-Extrap olatio n f

•

ur IRK 5 f

•

ur Beispiel 2a: Sc hon in den Abb. 3.46

und 3.47 im V ergleic h mit 3.37 und 3.38 f

•

allt auf, da� das IRK mehr Sc hritte am

Beginn der In tegration durc hf

•

uhrt, vgl. auc h Abb. 3.48. Dadurc h sc hein t die Spitze in

der lok alen F ehlersc h

•

atzung v on zw ei auf 1.5 Zehnerp otenzen abgesc h w

•

ac h t zu w erden,

trotzdem zeigt die lok ale F ehlersc h

•

atzung nahe der Singularit

•

at gro�e Spitzen. Ab

x = 0 : 2 v erlaufen dann die F ehlersc h

•

atzungen der Abb. 3.46, 3.47 bzw. 3.37, 3.38

sync hron. Die globalen F ehler nehmen um drei Zehnerp otenzen ab. Die Sc hritt w eiten,

vgl. Abb. 3.48, w erden am Beginn des In terv alls viel kleiner gew

•

ahlt, als in Abb. 3.39.

Ab x = 0 : 3 jedo c h sind sie et w as gr

•

o�er.

3.2.3 Zusammenfassung

Alle Beispiele zeigen im lok alen F ehler mark an te Spitzen an der Singularit

•

at. Die

Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers durc h Ric hardson-Extrap olation gibt das V erhalten des

lok alen F ehlers sehr gut wieder. Dies mag daran liegen, da� zur Sc h

•

atzung das selb e

V erfahren v erw endet wird, wie zur Berec hn ung, w as f

•

ur Runge-Kutta P aare nic h t der

F all w ar. Eine Un tersc h

•

atzung des lok alen F ehlers an der Singularit

•

at k onn te nic h t

b eobac h tet w erden. W eg v on der Singularit

•

at wird der F ehler

•

ub ersc h

•

atzt, w as an der

lok alen Extrap olation liegt, d.h. w eil mit der genaueren L

•

osung ^ y w eiter gerec hnet wird,

w

•

ahrend die F ehlersc h

•

atzung f

•

ur y b erec hnet wurde.

Sollte es zu Ordn ungsreduktionen v on p auf ~p < p k ommen, so wird der lok ale F ehler

un tersc h

•

atzt , da statt dem ric h tigen W ert 2

~p

= (2

~p

� 1) der kleinere W ert 2

p

= (2

p

� 1)

in die F ehlersc h

•

atzung eingeh t, w as Un tersc hiede bis zu 20% ausmac hen k

•

onn te. Es

ist daher zu v erm uten, da� die F ehlersc h

•

atzung mit Ric hardson-Extrap olation eb en-

falls den lok alen F ehler an der Singularit

•

at un tersc h

•

atzt, da die Sc hritt w eiten, vgl. die

x

j

h

j

-Plotts, fast mit denen aus Absc hnitt 3.1.1

•

ub ereinstimmen.

Bei impliziten V erfahren w erden am Beginn der In tegration kleinere Sc hritte als in

den Absc hnitten 3.1.1 bzw. 3.2.1 gew

•

ahlt. W eg v on der Singularit

•

at erfolgt die W ahl

der Sc hritt w eiten gr

•

o�er, w as f

•

ur ein implizites V erfahren zu erw arten w ar. V on den

klassisc hen M

•

oglic hk eiten, die Sc hritt w eite an der Singularit

•

at

•

ub er den lok alen F ehler

zu steuern, sc heinen implizite Metho den den expliziten deutlic h

•

ub erlegen zu sein.

3.3 Ordn ung des lok alen F ehlers der V erfahren

In den Zusammenfassungen 3.1.6 und 3.2.3 wurde der negativ e Ein
u� m

•

oglic her Ord-

n ungsreduktionen im lok alen F ehler angespro c hen. In diesem Absc hnitt un tersuc hen

wir daher die Ordn ung des lok alen F ehlers an b estimm ten Punkten x

�

im In terv all

[0 ; 1] : Dazu starten wir b ei x

�

v on der exakten L

•

osung y

0

( h

1

) := y ( x

�

) und mac hen

einen Sc hritt mit h

1

: Der globale F ehler "

1

( h

1

) := y

1

( h

1

) � y ( x

�

+ h

1

) ist in diesem F all

auc h der lok ale F ehler e

1

( h

1

) : Analog erhalten wir f

•

ur h

2

e

1

( h

2

) := y

1

( h

2

) � y ( x

�

+ h

2

) :

Die Ordn ung wird dann folgenderma�en gesc h

•

atzt: F

•

ur ein V erfahren p: Ordn ung p o-

stulieren wir f

•

ur den lok alen F ehler die F orm

e

1

( h ) � c h

p +1

; (3.4)
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w ob ei c die sogenann te F ehlerk onstan te ist, vgl. K in (2.11). Daraus folgt

e

1

( h

1

) � c h

p +1

1

und

e

1

( h

2

) � c h

p +1

2

;

w oraus nac h b eiderseitiger Division die Sc h

•

atzung f

•

ur p + 1 ;

p + 1 �

ln

�

j e

1

( h

1

) j

j e

1

( h

2

) j

�

ln

�

j h

1

j

j h

2

j

�

(3.5)

folgt. Die F ehlerk onstan te c erh

•

alt man danac h als

c �

e

1

( h

1

)

h

p +1

1

: (3.6)

Dieser Zugang erm

•

oglic h t es, f

•

ur jede Komp onen te der L

•

osung die erhaltene Ordn ung

und F ehlerk onstan te zu un tersuc hen.

In den v orliegenden Un tersuc h ungen wird mit der Sc hritt w eite h

1

= 1 = 5 b egonnen.

W eitere Sc hritt w eiten ergeb en sic h durc h sukzessiv es Halbieren v on h

1

: Es w erden bis

zu 17 Halbierungen durc hgef

•

uhrt, der kleinste h -W ert ist h

18

= 1 = 5 � 2

� 17

� 1 : 53 � 10

� 6

:

In den meisten F

•

allen ist man dann im Bereic h der Rec hengenauigk eit, so da� sic h der

Ein
u� der Rundungsfehler b emerkbar mac h t und das asymptotisc he F ehlerv erhalten

v erf

•

alsc h t. S

•

am tlic he T ab ellen zeigen n ur den relev an ten Bereic h der h -W erte, d.h.

jenen Bereic h, in dem der Rec henfehlerein
u � no c h nic h t stark sic h tbar ist.

Die folgenden T ab ellen zeigen die Ordn ung des lok alen F ehlers der ersten Komp onen te

der T estb eispiele. Die erste Komp onen te der F ehlerk onstan te c wird eb enfalls tab elliert.

Stabilisiert sie sic h, so zeigt dies, da� die Sc h

•

atzung v on p k orrekt ist.

3.3.1 Explizites Runge-Kutta 4

Wir b eginnen mit dem ERK der niederen Ordn ung v on DOPRI5 mit p = 4 : Die f

•

ur

klassisc he Probleme erw artete lok ale Ordn ung ist daher 5. Wir messen die Ordn ung

an den Stellen x

�

= 0 ; 0 : 0001 ; 0 : 01 ; 0 : 1 ; 0 : 3 und x

�

= 0 : 5 ; um einen

•

Ub erblic k

•

ub er

das V erhalten des lok alen F ehlers im In terv all [0 ; 1] zu erhalten. Die en tsprec henden

Ordn ungen und F ehlerk onstan ten sind dann p

0 : 0

; c

0 : 0

; : : : ; p

0 : 5

; c

0 : 5

:

Ordn ung lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a: T ab elle 3.1 zeigt eine klare

Ordn ungsreduktion an der Singularit

•

at v on p = 5 auf p

0 : 0

= 4 : Mit w ac hsendem x

�

nehmen die Ordn ungen f

•

ur gro�e Sc hritt w eiten k on tin uierlic h zu, bis b ei x

�

= 0 : 5 mit

h = 0 : 1 sic h die erw artete Ordn ung 4 : 9 � 5 einstellt.

Au�er an der Singularit

•

at ist im ob eren T eil v on T ab elle 3.1 ein Zunehmen der Ordn ung

mit w ac hsender Gitterfeinheit zu erk ennen. F

•

ur kleine W erte h sieh t man den w ac h-

senden Ein
u� des Rec henfehlers, mit zunehmendem x

�

: W

•

ahrend sic h f

•

ur x

�

= 0 : 0

und 0 : 0001 die Ordn ungen bis zur 16. V erfeinerung einstellen, b eginn t p

0 : 01

sc hon b ei

der 11. abzubr

•

oc k eln. Ab x

�

= 0 : 1 stellen sic h Ordn ungen n ur bis zur 7. bzw. 8.
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V erfeinerung der Sc hritt w eite ein. Im un teren T eil der T ab elle, also w eg v on der Singu-

larit

•

at, v or allem in den letzten zw ei Spalten, b eobac h tet man, wie sic h die klassisc hen

Kon v ergenzordn ungen einstellen.
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ur Beispiel 1a an x
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1 = 5 � 2

� 6

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

2 : 36 � 8 : 2 � 10

� 01

4 : 72 � 9 : 8 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 7

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

2 : 63 � 4 : 7 � 10

+00

4 : 85 � 2 : 2 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 8

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

3 : 02 � 7 : 3 � 10

+01

4 : 96 � 4 : 9 � 10

+03

1 = 5 � 2

� 9

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

3 : 47 � 2 : 6 � 10

+02

3 : 75 � 3 : 7 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 10

1 : 99 � 1 : 3 � 10

� 02

3 : 93 � 1 : 2 � 10

+04

1 = 5 � 2

� 11

1 : 99 � 1 : 3 � 10

� 02

4 : 31 � 4 : 5 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 12

1 : 99 � 1 : 3 � 10

� 02

4 : 61 � 8 : 5 � 10

+07

1 = 5 � 2

� 13

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 14

2 : 00 � 1 : 3 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 15

1 : 99 � 1 : 2 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 16

1 : 99 � 1 : 2 � 10

� 02

h p

0 : 1

c

0 : 1

p

0 : 3

c

0 : 3

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 4 : 04 � 4 : 2 � 10

� 01

2 : 72 � 1 : 5 � 10

� 04

5 : 26 6 : 2 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

4 : 39 � 9 : 4 � 10

� 01

4 : 37 � 6 : 8 � 10

� 02

5 : 21 5 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

4 : 63 � 1 : 9 � 10

� 01

4 : 72 � 1 : 9 � 10

� 02

5 : 13 4 : 3 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

4 : 79 � 3 : 5 � 10

+00

4 : 86 � 3 : 2 � 10

� 01

5 : 07 3 : 5 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

4 : 89 � 5 : 3 � 10

+00

4 : 93 � 4 : 4 � 10

� 01

5 : 04 3 : 0 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 5

4 : 94 � 6 : 9 � 10

+00

4 : 96 � 5 : 1 � 10

� 01

5 : 02 2 : 8 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 6

5 : 00 � 9 : 6 � 10

+00

4 : 39 � 1 : 8 � 10

� 03

5 : 00 2 : 3 � 10

� 02

T ab elle 3.2: Ordn ung lok aler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 1b an x

�

= 0 ; : : : ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 1b: Bei x

�

= 0 stellen sic h in

T ab elle 3.2 drastisc he Ordn ungsreduktionen ein. Die Ordn ung des lok alen F ehler f

•

allt

bis auf p

0 : 0

= 2 ; also um drei h -P otenzen.

Ab x

�

= 0 : 0001 zeigt sic h das bis jetzt t ypisc he V erhalten der Ordn ung. Mit w ac hsen-

der En tfern ung zur Singularit

•

at nimm t die Ordn ung zu, und mit feiner w erdendem h

eb enfalls. Zuletzt stellen sic h die klassisc hen Ordn ungen, p

0 : 5

; mit relativ kleinen F eh-

lerk onstan ten c

0 : 5

ein und die Rundungsfehler mac hen sic h immer fr

•

uher b emerkbar.
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h p

0 : 0

c

0 : 0

p

0 : 0001

c

0 : 0001

p

0 : 01

c

0 : 01

1 = 5 4 : 12 5 : 6 � 10

� 01

4 : 12 5 : 6 � 10

� 01

4 : 40 6 : 8 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

4 : 12 5 : 7 � 10

� 01

4 : 13 5 : 8 � 10

� 01

4 : 81 1 : 7 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

4 : 08 5 : 0 � 10

� 01

4 : 10 5 : 2 � 10

� 01

5 : 95 5 : 3 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 3

4 : 05 4 : 4 � 10

� 01

4 : 08 4 : 8 � 10

� 01

3 : 95 3 : 3 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 4

4 : 02 4 : 0 � 10

� 01

4 : 08 5 : 0 � 10

� 01

3 : 24 � 1 : 4 � 10

� 04

1 = 5 � 2

� 5

4 : 01 3 : 7 � 10

� 01

4 : 13 6 : 4 � 10

� 01

4 : 21 � 2 : 0 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 6

4 : 00 3 : 5 � 10

� 01

4 : 25 1 : 2 � 10

� 01

4 : 60 � 1 : 8 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 7

4 : 00 3 : 5 � 10

� 01

4 : 51 6 : 6 � 10

+00

4 : 79 � 6 : 6 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 8

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

5 : 18 8 : 4 � 10

+02

4 : 89 � 1 : 3 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 9

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

5 : 98 4 : 4 � 10

+05

4 : 94 � 2 : 0 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 10

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

2 : 03 � 9 : 3 � 10

� 10

4 : 97 � 2 : 5 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 11

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

3 : 88 � 2 : 6 � 10

� 03

5 : 01 � 3 : 7 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 12

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

4 : 42 � 5 : 5 � 10

+00

5 : 06 � 6 : 1 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 13

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

4 : 70 � 1 : 0 � 10

+01

2 : 00 � 4 : 4 � 10

� 13

1 = 5 � 2

� 14

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

4 : 84 � 5 : 3 � 10

+02

0 : 00 � 6 : 6 � 10

� 23

1 = 5 � 2

� 15

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

4 : 92 � 1 : 3 � 10

+02

� 1 : 00 4 : 0 � 10

� 28

1 = 5 � 2

� 16

4 : 00 3 : 4 � 10

� 01

4 : 96 � 2 : 1 � 10

+02

h p

0 : 1

c

0 : 1

p

0 : 3

c

0 : 3

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 4 : 54 8 : 0 � 10

� 03

5 : 48 � 6 : 7 � 10

� 01

5 : 19 � 2 : 6 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 1

1 : 63 � 9 : 7 � 10

� 06

5 : 42 � 5 : 9 � 10

� 01

5 : 16 � 2 : 5 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 2

3 : 97 � 1 : 0 � 10

� 03

5 : 31 � 4 : 2 � 10

� 01

5 : 10 � 2 : 1 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 3

4 : 52 � 8 : 3 � 10

� 02

5 : 19 � 2 : 7 � 10

� 02

5 : 06 � 1 : 7 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 4

4 : 76 � 2 : 4 � 10

� 02

5 : 11 � 1 : 9 � 10

� 02

5 : 03 � 1 : 5 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 5

4 : 88 � 4 : 3 � 10

� 01

5 : 05 � 1 : 4 � 10

� 02

5 : 02 � 1 : 5 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 6

4 : 94 � 6 : 0 � 10

� 01

5 : 15 � 2 : 5 � 10

� 02

5 : 33 � 8 : 9 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 7

4 : 97 � 7 : 3 � 10

� 01

1 : 80 � 1 : 1 � 10

� 11

T ab elle 3.3: Ordn ung lok aler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a an x

�

= 0 ; : : : ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a: Das V erhalten des lok alen

F ehlers un tersc heidet sic h f

•

ur lineare Anfangsw ertaufgab en mit v ariabler Ko e�zien ten-

matrix k aum v on den fr

•

uheren Beispielen. Wie in Beispiel 1a, vgl. T ab elle 3.1, reduziert

sic h die Ordn ung in T ab elle 3.3 auf 4, und die F ehlerk onstan ten c

0 : 0

•

andern sic h mit

kleiner w erdendem h nic h t. En tfern t man sic h v on der Singularit

•

at, so stellt sic h immer

mehr das klassisc he V erhalten ein.
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h p

0 : 0

c

0 : 0

p

0 : 0001

c

0 : 0001

p

0 : 01

c

0 : 01

1 = 5 1 : 19 � 3 : 5 � 10

� 03

1 : 20 � 3 : 6 � 10

� 03

1 : 92 � 1 : 7 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 1

2 : 59 � 8 : 8 � 10

� 02

2 : 59 � 8 : 9 � 10

� 02

2 : 99 � 2 : 0 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 2

2 : 83 � 1 : 8 � 10

� 02

2 : 84 � 1 : 9 � 10

� 02

3 : 41 � 7 : 3 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

2 : 92 � 2 : 5 � 10

� 02

2 : 94 � 2 : 7 � 10

� 02

3 : 79 � 2 : 9 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

2 : 96 � 3 : 0 � 10

� 02

3 : 00 � 3 : 4 � 10

� 01

4 : 16 � 1 : 5 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 5

2 : 98 � 3 : 3 � 10

� 01

3 : 05 � 4 : 4 � 10

� 01

4 : 49 � 7 : 8 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 6

2 : 99 � 3 : 4 � 10

� 01

3 : 11 � 6 : 4 � 10

� 01

4 : 71 � 2 : 8 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 7

2 : 99 � 3 : 5 � 10

� 01

3 : 21 � 1 : 2 � 10

� 01

4 : 84 � 6 : 8 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 8

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

3 : 37 � 3 : 8 � 10

+00

4 : 92 � 1 : 1 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 9

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

3 : 62 � 2 : 6 � 10

+00

4 : 96 � 1 : 5 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 10

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

3 : 95 � 4 : 4 � 10

+02

4 : 98 � 1 : 9 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 11

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 29 � 1 : 1 � 10

+03

6 : 17 � 1 : 1 � 10

+07

1 = 5 � 2

� 12

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 58 � 1 : 8 � 10

+04

0 : 00 � 2 : 7 � 10

� 20

1 = 5 � 2

� 13

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 77 � 1 : 3 � 10

+05

1 = 5 � 2

� 14

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 87 � 4 : 6 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 15

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 93 � 9 : 2 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 16

2 : 99 � 3 : 6 � 10

� 01

4 : 78 � 1 : 3 � 10

+05

0 : 58 6 : 8 � 10

� 16

h p

0 : 1

c

0 : 1

p

0 : 3

c

0 : 3

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 3 : 60 � 4 : 0 � 10

� 01

4 : 36 � 1 : 0 � 10

� 01

4 : 59 � 1 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

4 : 21 � 1 : 6 � 10

� 01

4 : 68 � 2 : 2 � 10

� 01

4 : 80 � 2 : 2 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

4 : 56 � 4 : 5 � 10

+00

4 : 84 � 3 : 5 � 10

+00

4 : 90 � 3 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

4 : 76 � 9 : 7 � 10

+00

4 : 92 � 4 : 7 � 10

+00

4 : 95 � 3 : 6 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 4

4 : 87 � 1 : 6 � 10

+00

4 : 96 � 5 : 6 � 10

+00

4 : 97 � 4 : 0 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 5

4 : 93 � 2 : 1 � 10

+00

4 : 98 � 6 : 2 � 10

+00

4 : 98 � 4 : 3 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

4 : 96 � 2 : 5 � 10

+00

4 : 98 � 6 : 6 � 10

+00

5 : 01 � 4 : 9 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 7

4 : 98 � 2 : 8 � 10

+00

5 : 08 � 1 : 2 � 10

+00

4 : 24 � 3 : 5 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 8

4 : 98 � 2 : 8 � 10

+00

2 : 80 � 1 : 0 � 10

� 07

2 : 00 � 3 : 6 � 10

� 09

T ab elle 3.4: Ordn ung lok aler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b an x

�

= 0 ; : : : ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b: T ab elle 3.4 zeigt eine Ord-

n ungsreduktion an der Singularit

•

at um zw ei h -P otenzen. Bereits b ei x

�

= 0 : 0001 und

sehr kleinen Sc hritt w eiten n

•

ahert sic h die Ordn ung der erw arteten 5. Mit w ac hsendem

x

�

stellt sic h die klassisc hen Ordn ungen f

•

ur immer gr

•

o�ere h ein, bis b ei 0 : 5 f

•

ur h = 0 : 05

p = 4 : 9 � 5 gilt.
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h p

0 : 0

c

0 : 0

p

0 : 0001

c

0 : 0001

p

0 : 01

c

0 : 01

1 = 5 3 : 30 � 1 : 4 � 10

� 02

3 : 31 � 1 : 4 � 10

� 02

3 : 77 � 2 : 1 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 1

2 : 42 � 1 : 9 � 10

� 03

2 : 43 � 1 : 9 � 10

� 03

3 : 32 � 7 : 5 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 2

2 : 11 � 7 : 5 � 10

� 03

2 : 14 � 8 : 0 � 10

� 03

3 : 46 � 1 : 1 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 3

2 : 02 � 5 : 5 � 10

� 03

2 : 08 � 6 : 5 � 10

� 03

3 : 82 � 4 : 3 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

2 : 00 � 5 : 0 � 10

� 03

2 : 11 � 7 : 4 � 10

� 03

4 : 21 � 2 : 3 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

2 : 00 � 4 : 9 � 10

� 03

2 : 20 � 1 : 1 � 10

� 03

4 : 52 � 1 : 1 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

2 : 36 � 3 : 0 � 10

� 03

4 : 72 � 3 : 7 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 7

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

2 : 63 � 1 : 7 � 10

� 02

4 : 85 � 8 : 2 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 8

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

3 : 02 � 2 : 7 � 10

� 01

4 : 97 � 2 : 0 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 9

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

3 : 47 � 9 : 6 � 10

+01

1 : 00 � 5 : 6 � 10

� 12

1 = 5 � 2

� 10

1 : 99 � 4 : 8 � 10

� 03

3 : 93 � 4 : 6 � 10

+03

0 : 00 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 11

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

4 : 33 � 1 : 9 � 10

+04

0 : 00 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 12

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

5 : 16 � 7 : 7 � 10

+08

0 : 00 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 13

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

0 : 00 � 1 : 1 � 10

� 16

0 : 00 � 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 14

2 : 00 � 4 : 8 � 10

� 03

0 : 00 � 1 : 1 � 10

� 16

0 : 00 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 15

2 : 02 � 6 : 7 � 10

� 03

0 : 00 � 1 : 1 � 10

� 16

0 : 00 � 1 : 1 � 10

� 16

h p

0 : 1

c

0 : 1

p

0 : 3

c

0 : 3

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 4 : 78 � 2 : 0 � 10

� 02

4 : 91 � 5 : 3 � 10

� 02

4 : 85 � 1 : 1 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 1

4 : 75 � 1 : 8 � 10

� 02

4 : 92 � 5 : 5 � 10

� 02

4 : 90 � 1 : 3 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 2

4 : 82 � 2 : 3 � 10

� 02

4 : 95 � 6 : 0 � 10

� 02

4 : 95 � 1 : 4 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 3

4 : 89 � 3 : 0 � 10

� 02

4 : 97 � 6 : 4 � 10

� 02

4 : 97 � 1 : 6 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 4

4 : 94 � 3 : 7 � 10

� 01

4 : 98 � 6 : 8 � 10

� 02

4 : 98 � 1 : 6 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 5

4 : 95 � 3 : 9 � 10

� 01

5 : 03 � 8 : 4 � 10

� 02

4 : 70 � 3 : 9 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 6

5 : 55 � 1 : 2 � 10

+00

2 : 58 � 1 : 9 � 10

� 09

1 = 5 � 2

� 7

1 : 58 � 9 : 3 � 10

� 11

T ab elle 3.5: Ordn ung lok aler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a an x

�

= 0 ; : : : ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a: Im diesem nic h tlinearen F all,

vgl. T ab elle 3.5, reduziert sic h die Ordn ung b ei x

�

= 0 auf 2, nac h [24] die maximale

m

•

oglic he Ordn ungsreduktion. Wie in allen anderen Beispielen nimm t die Ordn ung mit

w ac hsendem x

�

und w ac hsender Genauigk eit zu.

Neb en den expliziten V erfahren m u� auc h un tersuc h t w erden, ob b ei impliziten V er-

fahren Ordn ungsreduktionen im lok alen F ehler an x

�

= 0 auftreten. Wir gehen dab ei

genau wie f

•

ur explizite Metho den v or.

3.3.2 Implizites Runge-Kutta 5 (Radau I IA)

Wir v erw enden das implizite Radau I IA V erfahren aus Absc hnitt 3.2.2 mit der lok alen

Ordn ung 6. Wir messen die Ordn ung des lok alen F ehlers an den Stellen x

�

= 0 und

0 : 5 :

Ordn ung lok aler F ehler v on IRK 5 f

•

ur Beispiel 1a: T ab elle 3.6 zeigt wie auc h

T ab elle 3.1 eine klare Ordn ungsreduktion an der Singularit

•

at v on p = 6 auf p

0 : 0

= 4 ;
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und die F ehlerk onstan ten sind et w a gleic h gro�. Bei x

�

= 0 : 5 stellt sic h die erw artete

Ordn ung 5 : 7 bzw. 5 : 9 � 6 ein. Der lok ale F ehler e

0 : 5

ist um bis zu f

•

unf Zehnerp otenzen

genauer als e

0 : 0

: W

•

ahrend sic h an der Singularit

•

at f

•

ur s

•

am tlic he Gitterv erfeinerungen

eine Ordn ung einstellt, mac hen sic h w eg v on der Singularit

•

at sc hon ab h

7

die Run-

dungsfehler b emerkbar, sobald der lok ale F ehler im Rundungsfehlerb erei c h EPS liegt.

h e

0 : 0

p

0 : 0

c

0 : 0

e

0 : 5

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 5 : 6 � 10

� 01

6 : 094 1 : 0 � 10

+03

9 : 7 � 10

� 04

7 : 148 9 : 7 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 1

8 : 3 � 10

� 03

1 : 425 2 : 2 � 10

� 02

6 : 9 � 10

� 06

8 : 091 8 : 5 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 2

3 : 0 � 10

� 04

2 : 973 � 2 : 2 � 10

+00

2 : 5 � 10

� 09

3 : 818 � 2 : 3 � 10

� 04

1 = 5 � 2

� 3

3 : 9 � 10

� 04

3 : 585 � 2 : 1 � 10

+01

1 : 7 � 10

� 10

5 : 466 � 1 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

3 : 2 � 10

� 05

3 : 807 � 5 : 7 � 10

+02

4 : 0 � 10

� 11

5 : 778 � 4 : 0 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 5

2 : 3 � 10

� 07

3 : 907 � 9 : 5 � 10

+02

7 : 3 � 10

� 13

5 : 919 � 8 : 2 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

1 : 5 � 10

� 08

3 : 954 � 1 : 2 � 10

+02

1 : 2 � 10

� 15

1 = 5 � 2

� 7

1 : 0 � 10

� 09

3 : 977 � 1 : 4 � 10

+02

0 : 0

1 = 5 � 2

� 8

6 : 4 � 10

� 10

3 : 988 � 1 : 5 � 10

+02

1 : 1 � 10

� 16

0 : 000 � 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 9

4 : 0 � 10

� 11

3 : 994 � 1 : 6 � 10

+02

1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 10

2 : 5 � 10

� 13

3 : 997 � 1 : 6 � 10

+02

0 : 0

1 = 5 � 2

� 11

1 : 5 � 10

� 14

3 : 998 � 1 : 7 � 10

+02

1 : 1 � 10

� 16

0 : 000 � 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 12

9 : 9 � 10

� 15

3 : 999 � 1 : 7 � 10

+02

1 : 1 � 10

� 16

0 : 000 � 1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 13

6 : 2 � 10

� 16

3 : 999 � 1 : 7 � 10

+02

1 : 1 � 10

� 16

2 : 7 � 10

� 21

1 = 5 � 2

� 14

3 : 8 � 10

� 17

3 : 999 � 1 : 7 � 10

+02

2 : 2 � 10

� 16

T ab elle 3.6: Ordn ung lok aler F ehler IRK 5 f

•

ur Beispiel 1a an x

�

= 0 ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on IRK 5 f

•

ur Beispiel 1b: In T ab elle 3.7 zeigen sic h

im Gegensatz zu T ab elle 3.2 k eine Ordn ungsreduktionen. So w ohl an x

�

= 0 als auc h

0 : 5 ist die Ordn ung 6 und die F ehlerk onstan ten sind nic h t gro�.

h e

0 : 0

p

0 : 0

c

0 : 0

e

0 : 5

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 9 : 2 � 10

� 05

5 : 981 � 1 : 4 � 10

� 01

8 : 5 � 10

� 05

5 : 695 � 8 : 2 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

1 : 4 � 10

� 07

5 : 995 � 1 : 4 � 10

� 01

1 : 6 � 10

� 07

5 : 846 � 1 : 1 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

2 : 3 � 10

� 09

5 : 998 � 1 : 4 � 10

� 01

2 : 8 � 10

� 09

5 : 922 � 1 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

3 : 6 � 10

� 10

5 : 999 � 1 : 4 � 10

� 01

4 : 7 � 10

� 10

5 : 961 � 1 : 6 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

5 : 6 � 10

� 12

5 : 988 � 1 : 4 � 10

� 01

7 : 6 � 10

� 12

5 : 991 � 1 : 9 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

8 : 8 � 10

� 14

1 : 1 � 10

� 14

T ab elle 3.7: Ordn ung lok aler F ehler IRK 5 f

•

ur Beispiel 1b an x

�

= 0 ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on IRK 5 f

•

ur Beispiel 2a: Die Ordn ung an der Sin-

gularit

•

at wird auf 4 reduziert, vgl. T ab elle 3.8, wie auc h sc hon im expliziten F all, vgl.

T ab elle 3.3. W eg v on der Singularit

•

at stellt sic h das klassisc he V erhalten ein, w ob ei

sic h nac h 6 V erfeinerungen b ereits wieder die Rundungsfehler b emerkbar mac hen.
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h e

0 : 0

p

0 : 0

c

0 : 0

e

0 : 5

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 3 : 1 � 10

� 03

3 : 006 � 4 : 0 � 10

� 01

4 : 4 � 10

� 05

5 : 631 3 : 8 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

3 : 9 � 10

� 04

3 : 594 � 1 : 5 � 10

� 01

8 : 8 � 10

� 07

5 : 833 6 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

3 : 2 � 10

� 05

3 : 810 � 2 : 9 � 10

� 01

1 : 5 � 10

� 09

5 : 920 7 : 8 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

2 : 3 � 10

� 07

3 : 907 � 4 : 2 � 10

+00

2 : 5 � 10

� 11

5 : 961 9 : 1 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

1 : 5 � 10

� 08

3 : 954 � 5 : 2 � 10

+00

4 : 1 � 10

� 12

5 : 988 1 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

1 : 0 � 10

� 09

3 : 977 � 5 : 8 � 10

+00

6 : 5 � 10

� 14

5 : 873 5 : 7 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

6 : 4 � 10

� 10

3 : 988 � 6 : 2 � 10

+00

1 : 1 � 10

� 16

2 : 000 1 : 1 � 10

� 11

1 = 5 � 2

� 7

4 : 0 � 10

� 11

3 : 994 � 6 : 5 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

1 : 000 1 : 7 � 10

� 14

1 = 5 � 2

� 8

2 : 5 � 10

� 13

3 : 997 � 6 : 6 � 10

+00

1 : 3 � 10

� 17

� 1 : 000 � 1 : 0 � 10

� 20

1 = 5 � 2

� 9

1 : 5 � 10

� 14

3 : 998 � 6 : 7 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

0 : 000 � 2 : 7 � 10

� 17

1 = 5 � 2

� 10

9 : 9 � 10

� 15

3 : 999 � 6 : 7 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

0 : 000 2 : 7 � 10

� 17

1 = 5 � 2

� 11

6 : 2 � 10

� 16

3 : 999 � 6 : 7 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

� 0 : 584 1 : 2 � 10

� 19

1 = 5 � 2

� 12

3 : 8 � 10

� 17

3 : 999 � 6 : 8 � 10

+00

4 : 1 � 10

� 16

0 : 584 � 1 : 3 � 10

� 14

1 = 5 � 2

� 13

2 : 4 � 10

� 19

3 : 999 � 6 : 8 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

0 : 000 � 2 : 7 � 10

� 17

1 = 5 � 2

� 14

1 : 5 � 10

� 20

3 : 999 � 6 : 8 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

0 : 000 2 : 7 � 10

� 17

1 = 5 � 2

� 15

9 : 4 � 10

� 21

3 : 999 � 6 : 8 � 10

+00

2 : 7 � 10

� 17

1 : 000 4 : 5 � 10

� 11

T ab elle 3.8: Ordn ung lok aler F ehler IRK 5 f

•

ur Beispiel 2a an x

�

= 0 ; 0 : 5

h e

0 : 0

p

0 : 0

c

0 : 0

e

0 : 5

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 4 : 0 � 10

� 03

4 : 635 � 7 : 0 � 10

+00

1 : 1 � 10

� 05

6 : 277 � 2 : 7 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

1 : 6 � 10

� 05

4 : 345 � 3 : 6 � 10

+00

1 : 4 � 10

� 07

6 : 151 � 2 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

8 : 0 � 10

� 06

4 : 181 � 2 : 2 � 10

� 01

2 : 0 � 10

� 09

6 : 080 � 1 : 6 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

4 : 4 � 10

� 07

4 : 093 � 1 : 6 � 10

� 01

3 : 0 � 10

� 11

6 : 041 � 1 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

2 : 6 � 10

� 09

4 : 047 � 1 : 3 � 10

� 01

4 : 5 � 10

� 12

6 : 016 � 1 : 2 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

1 : 5 � 10

� 10

4 : 023 � 1 : 1 � 10

� 01

7 : 1 � 10

� 14

6 : 000 � 1 : 1 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

9 : 6 � 10

� 11

4 : 011 � 1 : 0 � 10

� 01

1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 7

6 : 0 � 10

� 12

4 : 005 � 1 : 0 � 10

� 01

0 : 0

1 = 5 � 2

� 8

3 : 7 � 10

� 13

4 : 003 � 1 : 0 � 10

� 01

5 : 5 � 10

� 16

� 1 : 000 � 4 : 3 � 10

� 19

1 = 5 � 2

� 9

2 : 3 � 10

� 15

4 : 001 � 1 : 0 � 10

� 01

1 : 1 � 10

� 16

1 = 5 � 2

� 10

1 : 4 � 10

� 16

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

0 : 0

1 = 5 � 2

� 11

9 : 0 � 10

� 17

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

5 : 5 � 10

� 16

� 1 : 000 5 : 4 � 10

� 20

1 = 5 � 2

� 12

5 : 6 � 10

� 18

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

1 : 1 � 10

� 16

1 : 000 � 2 : 2 � 10

� 12

1 = 5 � 2

� 13

3 : 5 � 10

� 19

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

5 : 5 � 10

� 16

� 1 : 584 � 2 : 7 � 10

� 24

1 = 5 � 2

� 14

2 : 2 � 10

� 21

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

1 : 6 � 10

� 16

0 : 584 1 : 2 � 10

� 13

1 = 5 � 2

� 15

1 : 3 � 10

� 22

4 : 000 � 1 : 0 � 10

� 01

1 : 1 � 10

� 16

� 0 : 584 9 : 8 � 10

� 19

T ab elle 3.9: Ordn ung lok aler F ehler IRK 5 f

•

ur Beispiel 2b an x

�

= 0 ; 0 : 5
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Ordn ung lok aler F ehler v on IRK 5 f

•

ur Beispiel 2b: Beispiel 2b un tersc heidet sic h

in diesem F all k aum v on Beispiel 2a. T ab elle 3.9 zeigt eine Ordn ungsreduktion an der

Singularit

•

at um zw ei h -P otenzen. Bei x

�

= 0 : 5 stellen sic h die klassisc hen Ordn ungen

ein. Zu b eac h ten ist, da� das explizite Runge-Kutta V erfahren hier auf ~p = 3 reduziert

wurde, vgl. T ab elle 3.4.

h e

0 : 0

p

0 : 0

c

0 : 0

e

0 : 5

p

0 : 5

c

0 : 5

1 = 5 3 : 8 � 10

� 08

6 : 884 � 2 : 5 � 10

� 04

6 : 2 � 10

� 07

5 : 771 � 6 : 7 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 1

3 : 2 � 10

� 10

6 : 362 � 7 : 5 � 10

� 04

1 : 1 � 10

� 09

5 : 861 � 8 : 3 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 2

4 : 0 � 10

� 12

6 : 114 � 3 : 6 � 10

� 04

1 : 9 � 10

� 11

5 : 922 � 1 : 0 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 3

5 : 7 � 10

� 14

3 : 2 � 10

� 12

5 : 935 � 1 : 0 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 4

0 : 0 5 : 3 � 10

� 14

5 : 584 � 2 : 2 � 10

� 04

T ab elle 3.10: Ordn ung lok aler F ehler IRK 5 f

•

ur Beispiel 3a an x

�

= 0 ; 0 : 5

Ordn ung lok aler F ehler v on IRK 5 f

•

ur Beispiel 3a: In diesem F all, vgl. T ab elle

3.10, k

•

onnen k eine eindeutigen Aussagen

•

ub er die Ordn ung des lok alen F ehlers an

x

�

= 0 gemac h t w erden, da dieser zu sc hnell im Rundungsfehlerb erei c h liegt. Dagegen

ist, wie in allen anderen Beispielen, b ei 0 : 5 die klassisc he Ordn ung mit ad

•

aquaten

F ehlerk onstan ten zu b eobac h ten. Es zeigt sic h b ei x

�

= 0 : 5 p

0 : 5

� 6 mit relativ kleinen

F ehlerk onstan ten c

0 : 5

:

3.3.3 Ordn ungskurv en

W eiters soll festgestellt w erden, wie sc hnell sic h die Ordn ung v on der Ordn ungsreduk-

tion an der Singularit

•

at erholt. Dazu b erec hnen wir die Ordn ung des lok alen F ehlers

mit b estimm ten V erfahren f

•

ur jeden Punkt eines feinen Gitters, w elc hes unabh

•

angig

v on der Sc hritt w eite gew

•

ahlt ist.

Ordn ungskurv en lok aler F ehler v on ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b: Wir v erw enden die

3 = 8-Regel der Ordn ung 4, vgl. [18 ]. In Abb. 3.49 stellt sic h wie erw artet die Ordn ung

2 an der Singularit

•

at ein, vgl. T ab elle 3.13 bzw. Absc hnitt 4.1.2. Mit w ac hsender

En tfern ung v on der Singularit

•

at nimm t die Ordn ung immer mehr zu, bis der klassisc he

W ert p = 5 erreic h t wird. Je kleiner die Sc hritt w eite ist, desto sc hneller geh t die

Ordn ung gegen den klassisc hen W ert, w as auc h sc hon in Absc hnitt 3.3.5 b eobac h tet

wurde. Alle Beispiele mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix v erhalten sic h analog, vgl.

[30 ]

Ordn ungskurv en lok aler F ehler v on IRK 4 f

•

ur Beispiel 2b: Auc h die impliziten

V erfahren, in der Abb. 3.50 wurde das V erfahren v on Gauss 4. Ordn ung v erw endet,

zeigen die gleic hen Ergebnisse. Der einzige Un tersc hied zu der Abb. 3.49 liegt darin,

da� die Ordn ungsreduktion an der Singularit

•

at drei statt zw ei b etr

•

agt.
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2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

h = 1 = 5 � 2

� 2

h = 1 = 5 � 2

� 4

h = 1 = 5 � 2

� 6

Abbildung 3.49: Ordn ungskurv en lok aler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b

3

3.5

4

4.5

5

5.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

h = 1 = 5 � 2

� 1

h = 1 = 5 � 2

� 3

h = 1 = 5 � 2

� 5

Abbildung 3.50: Ordn ungskurv en lok aler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 2b
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3.3.4 Ordn ung b ez

•

uglic h x und h

Es zeigt sic h, da� die Ordn ung des lok alen F ehlers um die Singularit

•

at v on x und h

abh

•

angig ist, also p = p ( x; h ) : Besonders in teressan t ist daher das kleinste x =: x

�

;

v on w o aus mit Metho den der lok alen F ehlersc h

•

atzung gearb eitet w erden k ann. Wird

dieses x

�

zu nahe b ei Null gew

•

ahlt, so wird das Problem durc h die lok alen Metho den

nic h t e�ektiv und v erl

•

a�lic h in tegriert, vgl. z.B. Absc hnitte 3.1.6 und 3.2.3. F ordern

wir eine un tere Grenze p

min

f

•

ur die Ordn ung, z.B. p

min

= 4 : 9 ; so k ann theoretisc h ein

x

�

= x

�

( h; p

min

) b erec hnet w erden, mit p ( x; h ) � p

min

f

•

ur x � x

�

( h; p

min

) :

Aus den Abbildungen des v origen Absc hnitts ist zu v erm uten, da� die Ordn ung an einer

Stelle x v on der Anzahl der Sc hritte abh

•

angt, die bis dahin durc hgef

•

uhrt wurden. Um

n un zus

•

atzlic he Informationen

•

ub er x

�

( h; p

min

) zu erhalten f

•

uhren wir folgenden T est

durc h. Mit gewissen Sc hritt w eiten wird das T estb eispiel gel

•

ost, w ob ei in jedem Sc hritt

wieder v on der exakten L

•

osung gestartet wird. Nac h jedem Sc hritt wird die Ordn ung

p ( x; h ) der aktuellen Stelle x b erec hnet und mit p

min

v ergleic hen. Ist p > p

min

; so sind

wir fertig und die Anzahl der Sc hritte, die bis jetzt gemac h t wurde, wird ausgegeb en.

Danac h wird die Sc hritt w eite halbiert und der T est wird wiederholt.

Die Ergebnisse dieses T ests f

•

ur das Beispiel 1c sind in T ab elle 3.12 gelistet, w ob ei wieder

die 3 = 8-Regel 4. Ordn ung zur In tegration v erw endet wurde. Die einzelnen Spalten

zeigen jew eils die Anzahl k der not w endigen Sc hritte und die Ordn ung des lok alen

F ehlers an der Stelle x = k h: Es zeigt sic h, da� in diesem F all x

�

( h ) fast in linearem

Zusammenhang mit h steh t,

x

�

( h; p

min

) � k h; (3.7)

w ob ei k nat

•

urlic h v on p

min

abh

•

angt.

Das Ergebnis der analogen T ests aller anderen T estb eispiele ist in T ab elle 3.11 darge-

stellt. Dab ei sind zw ei T yp en v on Beispielen zu un tersc heiden. Die meisten Beispiele,

1a, 2a und 2b, zeigen das gleic he V erhalten, wie Beispiel 1c, vgl. T ab elle 3.12. Das hei�t

f

•

ur die ersten, grob en h -W erte stellt sic h un ter Umst

•

anden k eine Ordn ung ein, danac h

ist der lineare Zusammenhang selbst bis zu sehr kleinen Sc hritt w eiten gut zu erk ennen.

Im V ergleic h der Beispiele 1a und 1c ist zu v erm uten, da� mit h

•

oherem Exp onen t x

k

der L

•

osung die Ordn ung sic h sc hneller normalisiert.

p

min

4 : 9 4 : 95 4 : 975 4 : 9875 4 : 99372 4 : 996875

Beispiel 1a 12 22 44 90 150 � 160 160 � 175

Beispiel 1b 11 � 7 16 � 8 43 � 15 37 � 15 49 � 15 59 � 16

Beispiel 1c 15 30 58 113 � 123 146 � 161 161 � 180

Beispiel 2a 12 23 44 89 140 � 160 160 � 175

Beispiel 2b 15 30 58 100 � 120 120 � 160 120 � 160

Beispiel 3a 8 � 3 11 � 5 21 � 11 53 � 11 53 � 11 53 � 11

T ab elle 3.11: Anzahl Sc hritte bis zum Erreic hen der Ordn ung f

•

ur alle Beispiele

Alle anderen Beispiele zeigen f

•

ur geeignet kleine Sc hritt w eiten abfallende F olgen v on

Sc hritten, die not w endig sind, um die Ordn ung zu erreic hen. D.h. die Ordn ung er-

holt sic h in diesen Beispielen mit kleiner w erdender Sc hritt w eite sc hneller, als in den
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Beispielen der Art 1c.

p

min

4 : 9 4 : 95 4 : 975 4 : 9875 4 : 99375

h k p k p k p k p k p

1 = 5 � 2

� 1

10 4 : 92

1 = 5 � 2

� 2

12 4 : 91 18 4 : 951

1 = 5 � 2

� 3

13 4 : 90 23 4 : 953 36 4 : 9758

1 = 5 � 2

� 4

14 4 : 90 26 4 : 952 44 4 : 9752 71 4 : 98774

1 = 5 � 2

� 5

15 4 : 90 28 4 : 952 51 4 : 9756 91 4 : 98753 148 4 : 996660

1 = 5 � 2

� 6

15 4 : 90 29 4 : 951 54 4 : 9751 102 4 : 98774 161 4 : 994700

1 = 5 � 2

� 7

15 4 : 90 29 4 : 950 56 4 : 9752 123 4 : 98935 145 5 : 000474

1 = 5 � 2

� 8

15 4 : 90 30 4 : 952 57 4 : 9750 110 4 : 99237 153 5 : 000884

1 = 5 � 2

� 9

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9756 109 4 : 98780 131 5 : 001527

1 = 5 � 2

� 10

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9754 124 4 : 99815 124 4 : 998151

1 = 5 � 2

� 11

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9751 109 4 : 98821 129 5 : 000000

1 = 5 � 2

� 12

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9754 120 4 : 99376 120 4 : 993755

1 = 5 � 2

� 13

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9754 109 4 : 99009 127 4 : 997346

1 = 5 � 2

� 14

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9752 104 4 : 98792 127 4 : 999554

1 = 5 � 2

� 15

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9751 97 4 : 98789 131 4 : 994107

1 = 5 � 2

� 16

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9751 115 4 : 99236 124 4 : 998329

1 = 5 � 2

� 17

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9750 113 4 : 98944 124 4 : 996657

1 = 5 � 2

� 18

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9751 116 4 : 99555 116 4 : 995553

1 = 5 � 2

� 19

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9752 115 4 : 99002 154 5 : 003217

1 = 5 � 2

� 20

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9752 107 4 : 98942 134 5 : 004237

1 = 5 � 2

� 21

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9752 107 4 : 98956 160 5 : 000000

1 = 5 � 2

� 22

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9755 131 4 : 98868 140 4 : 994580

1 = 5 � 2

� 23

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9752 122 4 : 98769 124 4 : 995819

1 = 5 � 2

� 24

15 4 : 90 30 4 : 951 59 4 : 9754 118 4 : 98814 121 4 : 998055

1 = 5 � 2

� 25

15 4 : 90 30 4 : 951 58 4 : 9752 103 4 : 98973 146 4 : 996580

T ab elle 3.12: Anzahl Sc hritte bis zum Erreic hen der Ordn ung in Beispiel 1c

Nac h T ab elle 3.11 sc hein t die W ahl x

�

:= 30 h zur n umerisc hen Berec hn ung sinn v oll

zu sein. Wir w ollen dies ab er anhand w eiterer analytisc her

•

Ub erlegungen mit dem

Computeralgebrasystem Maple b elegen. Ein Programm liefert uns die Ordn ung an

der Stelle x

0

= k h mit Hilfe v on Extrap olation, also nic h t die exakte Ordn ung, da diese

im Laufe eines Sc hrittes v ariiert.

>

ordkurve := proc(k,h)

>

# gibt Ordnungsku rve der 1. Komponente fuer h an der Stelle h*k zurueck

>

# global v(v)...Loes un g

>

# global F(x,z)...re ch te Seite

>

local a,v0,k1, k2, k3, k4 ,lo kf ,w:

>

# lokal w ... Platzhalter fuer h und h/2

>

v0 := v(a):

>

if (a=0) then k1 := vector([0, 0] ):

>

else k1 := F(a,v0):

>

fi:

>

k2 := F(a+c2*w ,ev alm (v 0+w *a 21* k1 )):

>

k3 := F(a+c3*w ,ev alm (v 0+w *( a31 *k 1+a 32* k2 ))) :

>

k4 := F(a+c4*w ,ev alm (v 0+w *( a41 *k 1+a 42* k2 +a4 3* k3) )):

>

evalm(v0 + w*(b1*k1+ b2 *k2 +b 3*k 3+ b4* k4) ):
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>

lokf := evalm(" - v(a+w)):

>

subs(w=h, lo kf[ 1]) :

>

subs(w=h/ 2, lok f[1 ]) :

>

ln(abs("" /" ))/ ln( 2) :

>

expand(si mp lif y(s ub s(a = k*h,simpli fy (") ))) :

>

end:

Wir mac hen zus

•

atzlic he V oraussetzungen, damit Maple b esser zurec h t k omm t.

>

assume(k, positive) :

>

assume(h, AndProp(R eal Ra nge (1e -1 6,0 .1 ),p osi ti ve) ):

Zuerst un tersuc hen wir einige T estb eispiele mit der 3 = 8-Regel. Beispiel 1a:

>

g := x -> 2^4*x^4*e xp( 4- 8*x ):

>

l1 := 0: l2 := 0:

>

y := x -> g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x )-( l1 +l2 -1) *D (g) (x )/x +l1 *l 2*g (x )/x ^2 :

>

v := x -> vector([y (x) , x*D(y)(x)]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,( (- l1* l2 )*z [1] +( l1+ l2 )*z [2 ])/ x+x *f (x) ]) :

>

series(or dk urv e(k ,h ),h ,1 ): # Entwickl ung nach h, konstante r Term

>

convert(" ,p oly nom );

6 +

ln ( 6 k ~ + 1 )

ln ( 2 )

+

ln ( 2 k ~ + 1 )

ln ( 2 )

+

ln( 405 k ~ e

4

+ 810 e

4

k ~

2

+ 72 e

4

)

ln ( 2 )

�

ln ( k ~ + 1 )

ln ( 2 )

�

ln ( 1620 k ~ e

4

+ 6480 e

4

k ~

2

+ 144 e

4

)

ln ( 2 )

�

ln ( 3 k ~ + 2 )

ln ( 2 )

>

evalf(sol ve ("= 4.9 ,k ));

10 : 07559817 ; � : 59 634 7715 ; � : 0 981 8621 5 + : 07939216262 I ;

� : 098186215 � : 07939216262 I

>

evalf(sol ve ("" =4. 95 ,k) );

20 : 89737052 ; � : 597 5009 0 ; � : 099 4722 62 + : 07959901578 I ;

� : 099472262 � : 07959901578 I

Die negativ en und k omplexen W erte f

•

ur k sc heiden aus, somit bleib en 10 : 07 und 20 : 9 :

Diese Ergebnisse stimmen mit T ab elle 3.11, mit den W erten 12 und 22 et w a

•

ub erein.

Eine genauere Berec hn ung

•

ub er den linearen T erm der Ordn ungskurv e ist aus Gr

•

unden

der Komplexit

•

at mit Maple nic h t mehr m

•

oglic h.

>

series(or dk urv e(k ,h ),h ,2 ): # Entwickl ung nach h, linearer Term

>

convert(" ,p oly nom ):

>

evalf(sol ve ("= 4.9 ,k ));

Error, (in solve/sca lar ) integer too large in context

Beispiel 1c in gek

•

urzter F orm:

>

g := x -> x^2*exp(2 *x) :

>

l1 := -1: l2 := -2: ...

>

series(or dk urv e(k ,h ),h ,1 ): # Entwickl ung nach h, konstante r Term

>

convert(" ,p oly nom ):

>

evalf(sol ve ("= 4.9 ,k ));

13 : 84698686 ; � : 5 8092 7133 0

>

evalf(sol ve ("" =4. 95 ,k) );

28 : 27225316 ; � : 5 8213 0023 0

Die W erte 13 : 85 und 28 : 27 liegen nahe an den W erten 15 und 30 aus T ab elle 3.11.
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Beispiel 2b mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix,

>

y := x -> x^2*exp(x) : ...

>

series(or dku rv e(k ,h) ,h ,1) : # Entwicklu ng nach h, konstante r Term

>

convert(" ,po ly nom ):

>

evalf(sol ve( "= 4.9 ,k) );

13 : 84698686 ; � : 58 092 7133 0

>

evalf(sol ve( "" =4. 95, k) );

28 : 27225316 ; � : 58 213 0023 0

liefert die gleic hen W erte nahe b ei 15 und 30, wie Beispiel 1c.

F

•

ur allgemeine Beispiele mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix gilt eb enfalls

>

g := 'g':

>

l1 := 'l1': l2 := 'l2': ...

>

series(or dku rv e(k ,h) ,h ,3) : # Entwicklu ng nach h, hoehere Terme

>

convert(" ,po ly nom ):

>

simplify( lim it (", h=0 )) ;

( 3 ln ( 2 ) + ln ( 2 k ~ + 1 ) + ln ( 6 k ~ + 1 ) � ln ( 3 k ~ + 2 ) � ln ( k ~ + 1 ) )

�

( ln( 2 ) )

>

evalf(sol ve( "= 4.9 ,k) );

13 : 84698648 ; � : 58 092 7137 5

>

evalf(sol ve( "" =4. 95, k) );

28 : 27225101 ; � : 58 213 0004 5

unabh

•

angig v on der W ahl der Eigen w erte �

1

und �

2

: Die Berec hn ung ist jedo c h et w as

sc h wieriger, da w egen der T erme ln (1 =h ) der k onstan te T erm der En t wic klung nac h h

nic h t direkt mit series ausgerec hnet w erden k ann. Der Grenz

•

ub ergang h ! 0 k ann

ab er durc hgef

•

uhrt w erden. Diese ersten T erme der En t wic klung, 14 und 28, liefern

o�ensic h tlic h eine gute N

•

aherung f

•

ur das exakte x

�

;

>

evalf(sol ve( or dku rve (k ,h) =4 .9, k) );

bzw.

>

evalf(sol ve( or dku rve (k ,h) =4 .95 ,k ));

3.3.5 Zusammenfassung

Neb en DOPRI5 wurden auc h die lok alen F ehler anderer expliziter und impliziter Runge-

Kutta V erfahren un tersuc h t. T ab elle 3.13 zeigt die Ordn ungen v ersc hiedener expliziter

V erfahren, die sic h b ei x

�

= 0 eingestellt hab en. Dab ei sind D2 und D3 die b eiden

Runge-Kutta V erfahren aus dem 3(2) P aar aus Absc hnitt 3.1.2 mit Ordn ungen p = 2

und q = 3 : DP4, DP5 und DP7 und DP8 sind jew eils die b eiden V erfahren der P aare

DOPRI5 und DOPRI8, vgl. Absc hnitte 3.1.1 und 3.1.3, 3 = 8R die 3 = 8-Regel, GI die

F ormel v on Gills 4. Ordn ung und RK b ezeic hnet das klassisc he Runge-Kutta V erfahren

mit dem Butc her-Arra y

0

1 = 2 1 = 2

1 = 2 0 1 = 2

1 0 0 1

1 = 6 2 = 6 2 = 6 1 = 6
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V erfahren D2 D3 DP4 RK 3 = 8R GI DP5 DP7 DP8

klass. Ord. 3 4 5 5 5 5 6 8 9

Beispiel 1a 4 4 4 5 4 5 4 5 5

Beispiel 1b 2 4 2 4 4 4 6 8 ?

Beispiel 1c 2 2 2 2 2 2 ? ? ?

Beispiel 2a 4 4 4 5 4 5 4 5 5

Beispiel 2b 2 2 3 3 2 3 3 4 4

Beispiel 3a 2 4 2 4 4 4 4 4 4

T ab elle 3.13: Ordn ungen lok aler F ehler ERK aller Beispiele an x

�

= 0

T ab elle 3.14 zeigt die Ordn ungen v ersc hiedener impliziter V erfahren, die sic h b ei x

�

= 0

eingestellt hab en. Dab ei stehen RI IA3 und RI IA5 f

•

ur die rec h tsseitigen Radau F ormeln

3. und 5. Ordn ung aus [19 ], Seite 74, Abb. 5.5 und 5.6, und G4 bzw. G6 f

•

ur die Gauss

F ormeln 4. und 6. Ordn ung, [19 ], Seite 72, Abb. 5.1 und 5.2.

V erfahren RI IA3 G4 RI IA5 G6

klass. Ord. 4 5 6 7

Beispiel 1a 4 4 4 4

Beispiel 1b 4 4 6 6

Beispiel 1c 3 3 4 ?

Beispiel 2a 4 4 4 4

Beispiel 2b 3 3 4 4

Beispiel 3a 4 4 6 6

T ab elle 3.14: Ordn ungen lok aler F ehler IRK aller Beispiele an x

�

= 0

Man sieh t, da� die Singularit

•

at b etr

•

ac h tlic he Ordn ungsreduktionen v erursac hen k ann.

Bis zu vier h -P otenzen sind m

•

oglic h und der nac h [24 ] theoretisc h sc hlec h teste F all,

Reduktion auf Ordn ung 2, tritt eb enfalls ein. Jedo c h gesc hieh t dies nic h t systema-

tisc h, sondern die Ergebnisse v ariieren je nac h Beispiel und v erw endetem V erfahren.

So k

•

onnen z.B. die Ordn ungen v on DP4 und DP5 auf den gleic hen W ert reduziert w er-

den, dies m u� ab er nic h t immer der F all sein. Dies un terstreic h t die Problematik, die

in Absc hnitt 3.1.6 angespro c hen wurde.

En tfern t man sic h v on der Singularit

•

at, so steigt die Ordn ung gegen die klassisc he,

w ob ei die Ordn ung des lok alen F ehlers um die Singularit

•

at v on x

�

und h abh

•

angig ist,

also p = p ( x

�

; h ) : Im Bereic h bis x

�

= 0 : 1 ist zus

•

atzlic h zu b emerk en, da� sic h mit klei-

ner w erdendem h die Ordn ung eb enfalls v erb essert. Mit w ac hsendem x

�

stellt sic h die

klassisc hen Ordn ungen f

•

ur immer gr

•

o�ere h ein. Das hei�t, da� sic h w eg v on der Singu-

larit

•

at immer die klassisc he Ordn ung mit passenden F ehlerk onstan ten einstellten, die

F ehlerk onstan ten nic h t allzu gro� sind und sic h alle V erfahren wie erw artet v erhalten.

Allerdings w

•

ac hst auc h der Ein
u� des Rec henfehlers, der sic h im fr

•

uhzeitigen Ab-

br

•

oc k eln der Ordn ungen zeigt. Dies mag daran liegen, da� durc h die Ordn ungsredukti-

on die lok ale L

•

osung w eniger genau ist, und daher kleinere Sc hritt w eiten zul

•

assig sind

als b ei h

•

oherer Genauigk eit. F

•

ur Beispiel 1b mit DP8 k onn te k eine Ordn ung b eobac h tet

w erden.



3.4

"

Exakte \ F ehlersc h

•

atzung 65

Es mac h t jedo c h den Eindruc k, da� die impliziten V erfahren et w as w eniger stark an

Ordn ung v erlieren. Im V ergleic h mit T ab elle 3.13 k ommen in T ab elle 3.14 k eine Ord-

n ungsreduktionen auf zw ei v or.

3.4

"

Exakte \ F ehlersc h

•

atzung

Zum V ergleic h mit den Absc hnitten 3.1 und 3.2 wird der exakte lok ale F ehler als F eh-

lersc h

•

atzung herangezogen, vgl. auc h Absc hnitt 3.1.5, um die b estm

•

oglic he V arian te

auszuloten, die mit einer geeigneten Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers erreic h bar ist. Man

setzt dazu d

j

:= ^ e

j

und b erec hnet h

j +1

nac h V orsc hrift (3.2). Dadurc h w erden m

•

ogli-

c he Probleme in der F ehlersc h

•

atzung, die durc h Ordn ungsreduktionen b edingt sind,

ausgegrenzt. Eine b essere V arian te w

•

are ab er, die n

•

ac hste Sc hritt w eite mittels exakter

lok aler Ordn ung zu sc h

•

atzen. Daher k ann die Sc hritt w eite trotz exakter Sc h

•

atzung teil-

w eise zu klein gew

•

ahlt w erden, jedo c h nie zu gro�, da immer mit dem exakten lok alen

F ehler des letzten Sc hrittes k orrigiert wird.

3.4.1 Explizites Runge-Kutta 4

Wir w

•

ahlen als Basisfunktion das klassisc he Runge-Kutta V erfahren aus Absc hnitt

3.3.5. Mit der Ordn ung 4 ist es v ergleic h bar mit DOPRI5, Absc hnitt 3.1.1 und Ab-

sc hnitt 3.2.1. Die Abbildungen zeigen jew eils Gitter, globale F ehler und lok ale F ehler

zu den lok alen T oleranzen T = 1E � 6 ; 1E � 9 und 1E � 12 :

"

Exakte \ F ehlersc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a: Die Abb. 3.51 und 3.52

zeigen folgendes: Der lok ale F ehler zeigt k eine ausgepr

•

agte Spitze an der Singularit

•

at

und v erl

•

auft mehr o der w eniger geradlinig an der v orgegeb enen T oleranz en tlang. Der

globale F ehler reduziert sic h mit kleiner w erdendem T um jew eils zw ei Zehnerp oten-

zen, ist jedo c h gr

•

o�er als in Absc hnitt 3.2.1, und v erl

•

auft nic h t so geradlinig, wie in

den Abb. 3.1, 3.2 und 3.3. Die Sc hritt w eiten, vgl. Abb. 3.53 w erden prinzipiel l klei-

ner gew

•

ahlt, als in den en tsprec henden Abbildungen der Runge-Kutta P aare, bzw.

Ric hardson-Extrap olation, Abb. 3.4 bzw. 3.36.

"

Exakte \ F ehlersc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a: In Abb. 3.54 und 3.55

zeigt der lok ale F ehler k eine Spitze an der Singularit

•

at. F

•

ur kleine Sc hritt w eiten v erl

•

auft

er geradlinig un ter der T oleranz. Der globale F ehler nimm t mit w ac hsender Genauigk eit

um je zw ei Zehnerp otenzen ab, ist jedo c h gr

•

o�er als in den Abb. 3.8, 3.9 und 3.10, und

w

•

ac hst im V erlauf der In tegration. Die gew

•

ahlten Sc hritt w eiten, vgl. Abb. 3.56 sind

viel kleiner als v on DOPRI5, Abb. 3.11, bzw. Ric hardson-Extrap olation, Abb. 3.39.
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1E � 07

1E � 06

1E � 05

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

lok.F.

Gitter
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 3.51: F ehler ERK 4 exakt in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.52: F ehler ERK 4 exakt in Beispiel 1a, T oleranz 1E � 9
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Abbildung 3.53: x
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Abbildung 3.54: F ehler ERK 4 exakt in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 6
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Abbildung 3.55: F ehler ERK 4 exakt in Beispiel 2a, T oleranz 1E � 9
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ur Beispiel 2a
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3.4.2 Zusammenfassung

In den Absc hnitten 3.1.6 und 3.2.3 zeigte der lok ale F ehler eine deutlic he Spitze an der

Singularit

•

at. Selbst in Absc hnitt 3.1.5 w ar teilw eise eine Zac k e zu erk ennen, ob w ohl dort

der exakte lok ale F ehler e

j

als Sc h

•

atzung v erw endet wurde. Im Gegensatz dazu zeigt

der lok ale F ehler ^e

j

= d

j

in diesem F all k eine ausgepr

•

agte Spitze an der Singularit

•

at.

Die gew

•

ahlten Sc hritt w eiten sind durc h w egs kleiner als b ei den anderen V erfahren. Dies

mag daran liegen, da� in der Sc hritt w eiten w ahl zw ar der exakte lok ale F ehler, ab er nic h t

dessen Ordn ung eingeh t. Soll die Sc hritt w eite v ergr

•

o�ert w erden, so b edingt die h

•

ohere

Ordn ung p statt ~p in (3.2) einen kleineren W ert f

•

ur h

j +1

; als m

•

oglic h w

•

are.

In Absc hnitt 3.3.5 hat sic h gezeigt, da� die Ordn ung des lok alen F ehlers v on explizi-

ten Runge-Kutta V erfahren bis auf zw ei fallen k ann. Nac h Absc hnitt 3.1.6 und 3.2.3

un tersc h

•

atzen dann so w ohl Runge-Kutta P aare als auc h Ric hardson-Extrap olation den

lok alen F ehler in der N

•

ahe der Singularit

•

at. Es liegt daher nahe, die Ordn ung des lok alen

F ehlers selbst zu b estimmen und b ei der Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers zu v erw enden.

Dies ist nat

•

urlic h mit zus

•

atzlic hem Rec henaufw and v erbunden, und k ann mittels einer

Art

"

dreifac hen Ric hardson Extrap olation \ realisiert w erden, w ob ei analog zu (3.4) ein

3 n -dimensionales Gleic h ungssystem f

•

ur u

j � 1

( x

j

) ; c und p aufgel

•

ost w erden m u�. Nac h-

dem (3.4) n ur asymptotisc h gilt, erhalten wir N

•

aherungsw erte ~p; ^y

j

und ~ c: Die n

•

ac hste

Sc hritt w eite h

j +1

wird mit ^p := min

1 � i � n

( ~ p

i

) b estimm t.

Die Exp erimen te in [30 ] zeigen, da� die Metho de der

"

dreifac hen Extrap olation \ ge-

eignet ist, um Ordn ungen zu sc h

•

atzen. So w erden Ordn ungsreduktionen an der Sin-

gularit

•

at erk ann t und die F ehlerk onstan ten hab en die gleic he Gr

•

o�enordn ung wie die

exakten, und sind im allgemeinen nic h t zu gro�. W eg v on der Singularit

•

at ist die

Sc h

•

atzung der Ordn ung no c h genauer und gibt teilw eise die exakte Ordn ung auf die

ersten Stellen exakt wieder. Bei der Sc hritt w eiten w ahl durc h

"

dreifac he Extrap olation \

zeigt der lok ale F ehler am Beginn des In terv alls eine mehr o der w eniger ausgepr

•

agte

Spitze und v erh

•

alt sic h w esen tlic h unsystematisc her als mit Runge-Kutta P aaren, bzw.

Ric hardson-Extrap olation.

Die Sc h

•

atzung gibt das qualitativ e V erhalten des lok alen F ehlers gut wieder und folgt

auc h b ei der Singularit

•

at dem lok alen F ehler genau, w eil Ordn ungsreduktionen er-

k ann t w erden. Dadurc h ist die Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers exakter, daher w er-

den am Anfang kleinere Sc hritte gew

•

ahlt, allerdings gr

•

o�er als f

•

ur die

"

exakte \ F eh-

lersc h

•

atzung. W eg v on der Singularit

•

at v erl

•

auft die Sc hritt w eitensteuerung wie f

•

ur

Ric hardson-Extrap olation. Leider ist diese Metho de aufgrund des hohen Aufw andes

und einer gewissen Unsystematik nic h t f

•

ur die An w endung geeignet.
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4 Struktur des lok alen F ehlers

Nac hdem in Absc hnitt 3 v ersc hiedene Metho den zur Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers

exp erimen tell un tersuc h t w orden sind, wird in diesem Absc hnitt der lok ale F ehler an

der Singularit

•

at analytisc h un tersuc h t. Er erg

•

anzt somit Absc hnitt 3.3. V erw endet wird

dab ei wieder das Computeralgebrasystem Maple . Der Leser sollte in diesem Absc hnitt

mit der Maple Syn tax v ertraut sein.

4.1 Ordn ung des lok alen F ehlers ERK 4

Wir un tersuc hen den lok alen F ehler der T estb eispiele und v ergleic hen die Ergebnisse

mit Absc hnitt 3.3.5. Dab ei b erec hnen wir den exakten lok alen F ehler der 3 = 8-Regel

f

•

ur die singul

•

aren 2-dimensionalen T estb eispiele an der Singularit

•

at mit Maple und

en t wic k eln ihn in h -P otenzen. Der erste Ko e�zien t der nic h t v ersc h windet gibt den

V ektor der Ordn ungen des lok alen F ehlers der b eiden Komp onen ten an der Stelle x = 0

an.

Zur Manipulation v on v ektorw ertigen F unktionen b en

•

otigt man das P ak et f

•

ur die Linea-

re Algebra ( with(linalg): ). Dann wird die P osition, w o der lok ale F ehler b erec hnet

w erden soll,

>

x0 := 0:

und das Runge-Kutta Sc hema de�niert.

>

a21 := 1/3: a31 := -1/3: a32 := 1: a41 := 1: a42 := -1: a43 := 1:

>

b1 := 1/8: b2 := 3/8: b3 := 3/8: b4 := 1/8:

>

c1 := 0: c2 := a21: c3 := a31+a32: c4 := a41+a42+a 43:

Das Maple Programm calclok

•

ub ernimm t die Berec hn ung des lok alen F ehlers, vgl.

Abb. 4.1. Zuerst w erden die k

i

f

•

ur (2.10) b erec hnet. Dab ei ist zu b eac h ten, da�

k

1

= F ( x

j

; y

j

) in diesem F all F ( x

0

; y

0

) ist, w as w egen x

0

= 0 nic h t automatisc h

b erec hnet w erden k ann. Es gilt jedo c h nac h Absc hnitt 2.1 f

•

ur lineare Probleme die

F ormel (2.2),

y

0

(0) = F (0 ; y (0)) = ( I

n

� M (0))

� 1

� f (0) :

Nac hdem alle T estb eispiele transformierte Systeme zw eiter Ordn ung sind, b edeutet das

v

0

(0) = F (0 ; v (0)) = ( I

n

� M (0))

� 1

� 0 �

�

f (0) = 0 ;

also m

•

ussen vd0 und vd1 f

•

ur die b etrac h teten Beispiele stets Null gew

•

ahlt w erden.

F

•

ur Systeme erster Ordn ung, die nic h t durc h T ransformation aus (2.3) en tstehen, ist

dies nic h t der F all, und die Berec hn ung v on v

0

(0) k ann v or allem im nic h tlinearen F all

Probleme b ereiten.

Nac h der Berec hn ung der k

i

wird (2.10) ausgew ertet, die exakte L

•

osung wird abge-

zogen und die Di�erenz wird nac h P otenzen v on h en t wic k elt, w ob ei die L

•

ange der

En t wic klung mittels sum angegeb en w erden k ann.

Zur

•

Ub erpr

•

ufung der Beispiele brauc h t n ur no c h die L

•

osung v(x) , die rec h te Seite

F(x,v(x)) und der Start w ert v0 de�niert zu w erden.
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>

calclok := proc(vd0, vd 1,s um )

>

# Global F(x,z[.]) ... rechte Seite als Funktion in x und z[.].

>

# Global x0 ... Startposi ti on

>

# Global v[.](x) ... exakte Loesung

>

# Global v0[.] ... Startwer t

>

# vd0, vd1 ... Werte von F(0,v0)[1] und F(0,v0)[2].

>

# sum ... Anzahl der Folgengli ed er fuer series

>

local k1,k2,k3 ,k4 :

>

k1 := vector([ vd0 ,vd 1] ): # F(x0,v0);

>

k2 := F(x0+c2* h,e val m( v0+ h* a21 *k 1)) :

>

k3 := F(x0+c3* h,e val m( v0+ h* (a3 1* k1+ a32 *k 2)) ):

>

k4 := F(x0+c4* h,e val m( v0+ h* (a4 1* k1+ a42 *k 2+a 43 *k3 ))) :

>

evalm(v0 + h*(b1*k1+ b2 *k2 +b 3*k 3+ b4* k4) ):

>

evalm(" - v(x0+h)):

>

map(serie s," ,h ,su m):

>

map(expan d," ):

>

end:

Abbildung 4.1: Maple Programm zur Berec hn ung des lok alen F ehlers v on ERK

Wir b eginnen mit den linearen Anfangsw ertaufgab en mit k onstan ter Ko e�zien tenma-

trix, Beispiel 1a:

>

v := x -> vector([2^ 4* x^4 *e xp( 4- 8*x ),2 ^4 *x^ 4* exp (4- 8* x)* (4 -8* x)] ):

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x, 2^4*x^3*ex p(4 -8 *x) *(( 64 *x- 72 )*x +16 )] ):

>

v0 := v(x0):

>

calclok(0 ,0, 7) ;

�

�

64

27

e

4

h

4

+

856

27

e

4

h

5

�

4736

27

e

4

h

6

+ O( h

7

) �

320

27

e

4

h

5

+

512

3

e

4

h

6

+ O( h

7

)

�

liefert eine En t wic klung, die mit h

4

startet, wie es auc h in der Spalte der 3 = 8-Regel

(3 = 8R) v on T ab elle 3.13 zu sehen ist.

Beispiel 1b:

>

v := x -> vector([1+ co s(3 *x ), -3*x*sin(3 *x) ]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x, -z[2]/x -3^2*x*cos (3* x) -3* 2* sin (3* x) ]):

>

v0 := v(x0):

>

calclok(0 ,0, 10 );

�

�

1

4

h

4

+

43

160

h

6

�

339

4480

h

8

+ O( h

10

)

1

4

h

4

�

53

80

h

6

+

75

224

h

8

+ O( h

10

)

�

Beispiel 2a:

>

v := x -> vector([(x /2 )^4 *e xp( 4- 2*x ),( x/ 2)^ 4* exp (4- 2* x)* (4 -2* x)] ):

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x,4 *x *z[ 1]+ (x /2) ^3 /2* exp (4 -2* x) *(1 6-1 8* x)] ):

>

v0 := v(x0):

>

calclok(0 ,0, 7) ;

�

�

1

108

e

4

h

4

+

107

3456

e

4

h

5

�

737

15552

e

4

h

6

+ O( h

7

) �

5

432

e

4

h

5

+

11

432

e

4

h

6

+ O( h

7

)

�

Beispiel 2b:

>

v := x -> vector([x^ 2* exp (x ), x^2*exp(x) *(2 +x )]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x,( z[ 1]* (x* (4 +co sh (x) )+x ^2 )+

>

z[2]*(1-co sh( x)) )/ x+2 *x *ex p(x )* (1+ co sh( x)) ]) :

>

v0 := v(x0):

>

calclok(0 ,0, 6) ;

�

�

1

12

h

2

�

7

12

h

3

�

19

48

h

4

�

175

1296

h

5

+ O( h

6

) �

5

12

h

3

�

5

6

h

4

�

415

1296

h

5

+ O( h

6

)

�
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In diesem und in Beispiel 2a ist zu sehen, da� die v ersc hiedenen Komp onen ten des

Systems durc haus v ersc hiedene Ordn ungen im lok alen F ehler hab en k

•

onnen. Ein E�ekt,

der bis jetzt nic h t un tersuc h t wurde, da in Absc hnitt 3 immer n ur die Ordn ung des

lok alen F ehlers der ersten Komp onen te b etrac h tet wurde.

Beispiel 3a:

>

v := x -> vector([1 /sq rt (1+ x^2 /3 ), -x^2/3/sqr t(1 +x ^2/ 3) ^3] ):

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,- z[ 2]/ x - x*z[1]^5] ):

>

v0 := v(x0):

>

calclok(0 ,0 ,10 );

�

�

1

24

h

4

+

5

432

h

6

�

35

10368

h

8

+ O( h

10

)

7

48

h

4

�

35

144

h

6

+

335

2592

h

8

+ O( h

10

)

�

Alle Beispiele zeigen die Ordn ungen, die auc h sc hon exp erimen tell gezeigt w erden k onn-

ten. Diese

•

Ub ereinstimm ung b est

•

atigt zw ar die n umerisc h gew onnenen Ergebnisse, gibt

ab er k eine neuen Ein blic k e.

Immer no c h ist nic h t klar, w arum manc he T estb eispiele Ordn ungsreduktionen bis auf

2 erfahren und andere nic h t. Dies k ann n ur anhand eines allgemeinen Runge-Kutta

V erfahrens un tersuc h t w erden. Das hei�t, b ei der De�nition des Runge-Kutta Sc hemas

der Ordn ung 4 w erden n ur die c

i

de�niert,

>

a21:='a21 ': a31:='a31' : a32:='a32': a41:='a41 ': a42:='a42' : a43:='a4 3':

>

b1:='b1': b2:='b2': b3:='b3': b4:='b4':

>

c1 := 0: c2 := a21: c3 := a31+a32: c4 := a41+a42+a 43:

die anderen Ko e�zien ten bleib en v ariab el.

4.1.1 Lineare Probleme mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix

Nac hdem die Struktur der L

•

osung b ek ann t ist, b etrac h ten wir allgemeine Anfangsw ert-

probleme zw eiter Ordn ung mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix, w ob ei jedo c h in drei

F

•

alle un tersc hieden w erden m u�. Erstens, b eide Eigen w erte �

1

; �

2

des transformier-

ten Systems sind negativ. Zw eitens, �

1

< 0 ; �

2

= 0 und drittens �

1

= �

2

= 0 : Wir

b eginnen mit F all 1, �

1

� �

2

< 0 :

Wir de�nieren zuerst die L

•

osung des Problems zw eiter Ordn ung y(x) . Da nac h Lem-

ma [30 ] y ( x ) = y

p

( x ) gilt, ist y(x) = g(x) , w ob ei g(x) die L

•

osung des inhomogenen

Problems b ezeic hnet.

>

y := x -> g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x )-( l1 +l2 -1) *D (g) (x )/x +l1 *l 2*g (x )/x ^2 :

f(x) en tspric h t f ( x ) in (2.3a), also der Inhomogenit

•

at, die v erbleibt, w enn der Di�eren-

tialop erator auf die partikul

•

are L

•

osung angew endet wird, w ob ei l1 und l2 die b eiden

Eigen w erte �

1

und �

2

sind. Das transformierte Problem erster Ordn ung ist dann

>

v := x -> vector([y (x) , x*D(y)(x)]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,( -l 1*l 2* z[1 ]+( l1 +l2 )* z[2 ]) /x+ x*f (x )]) :

>

v0 := v(x0):

und der lok ale F ehler b erec hnet sic h eb enfalls mit Hilfe v on calclok ,

>

lok1 := calclok(0 ,0 ,5) :

Da dieser Ausdruc k ziemlic h k omplex ist, b earb eiten wir ihn st

•

uc kw eise, d.h. wir un-

tersuc hen die einzelnen Ko e�zien ten der h -P otenzen des lok alen F ehlers in den Kom-
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p onen ten v

1

( x ) und v

2

( x ) :

>

simplify( sub s( h=0 ,lo k1 [i] )) ;

0

f

•

ur i = 1 ; 2 :

>

collect(c oef f( lok 1[1 ], h), D( g)( 0) );

�

�

b3 a32 l1

a31 + a32

�

b3 a32 l2

a31 + a32

+

b3 a32

a31 + a32

+

b3 a32 l1 l2

a31 + a32

�

b4 a42 l1

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a32 l1

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a32 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

b4 a43 a32 l1

2

l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a32 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

b4 a43 a32 l1 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a31 l1

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a31 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

b4 a43 a31

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

b4 a43 a31 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

b4 a43 a32

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a42 l2

a41 + a42 + a43

+

b4 a42

a41 + a42 + a43

+

b4 a42 l1 l2

a41 + a42 + a43

� 1

�

D( g )( 0 )

Die 2. Komp onen te des Ko e�zien ten v on h in lok1 hat die analoge Gestalt. W enn

f 2 C ist, so gilt nac h [30] g

0

(0) = y

0

p

(0) = y

0

(0) = 0 ; w oraus D(g)(0) = g

0

(0) = 0

folgt.

Die ersten T erme, die nic h t v ersc h winden sind

>

collect(c oef f( lok 1[1 ], h^2 ), D(D (g ))( 0)) ;

�

�

1

2

+

1

2

b4 a43 a31 l1 l2

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a31 l1

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a31 l2

a41 + a42 + a43

+ 2

b4 a43 a31

a41 + a42 + a43

+

1

2

b4 a43 a32 l1 l2

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a32 l1

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a32 l2

a41 + a42 + a43

+ 2

b4 a43 a32

a41 + a42 + a43

+

1

2

b3 a32 a21 l1 l2

a31 + a32

+

1

2

b4 a43 a32 a21 l1

2

l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a32 a21 l1

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

� 2

b4 a43 a32 a21 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b3 a32 a21 l1

a31 + a32

+ 2

b3 a32 a21

a31 + a32

+ 2

b4 a43 a32 a21 l1

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+ 2

b4 a42 a21

a41 + a42 + a43

+

1

2

b4 a43 a32 a21 l1 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

�

b4 a43 a32 a21 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+ 2

b4 a43 a32 a21 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

+

1

2

b4 a42 a21 l1 l2

a41 + a42 + a43

�

b4 a42 a21 l1

a41 + a42 + a43

�

b4 a42 a21 l2

a41 + a42 + a43

�

b3 a32 a21 l2

a31 + a32

�

D

( 2 )

( g )( 0 )
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bzw. ein en tsprec hend analoger T erm f

•

ur lok1[2] , d.h. die En t wic klung des lok alen

F ehlers startet mit h

2

; w ob ei man diese Aussage nic h t sofort auf Systeme erster Ordn ung

erw eitern k ann. Dies en tspric h t auc h den Ergebnissen v on De Ho og und W eiss, [24 ],

da� Ordn ung zw ei f

•

ur singul

•

are Anfangsw ertaufgab en gesic hert ist

Alle w eiteren Ko e�zien ten hab en die F orm

>

collect(c oe ff( lok 1[ i], h^ 3), D(D (D (g) )) (0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 ; l1 ; l2 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 3 )

( g )( 0 )

>

collect(c oe ff( lok 1[ i], h^ 4), D(D (D (D( g) ))) (0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 ; l1 ; l2 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 4 )

( g )( 0 )

i = 1 ; 2 ; w ob ei die T erme der zw eiten Komp onen te im allgemeinen mehr Summanden

en thalten. Es ist

•

ub errasc hend, da� jew eils n ur die k : Ableitung v on y ( x ) = y

p

( x ) b ei

Null in den Ko e�zien ten v on h

k

eingeh t.

Im zw eiten F all, �

1

< �

2

= 0 ; b esteh t die L

•

osung y ( x ) zus

•

atzlic h aus einer Konstan ten,

>

y := x -> c + g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x )-( l1 -1) *D( g) (x) /x :

>

v := x -> vector([y (x) , x*D(y)(x)]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,( l1 *z[ 2] )/x +x* f( x)] ):

>

v0 := v(x0):

Nac h der Berec hn ung der P otenzreihe des lok alen F ehlers,

>

lok2 := calclok(0 ,0 ,5) :

zeigt sic h wie in F all 1, da� die k onstan ten T erme und die Ko e�zien ten v on h w egen

y

0

(0) = 0 v ersc h winden. Die w eiteren Glieder der P otenzreihe des lok alen F ehlers

erf

•

ullen wieder

>

collect(c oe ff( lok 2[ i], h^ 2), D(D (g ))( 0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 ; l1 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 2 )

( g )( 0 )

>

collect(c oe ff( lok 2[ i], h^ 3), D(D (D (g) )) (0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 ; l1 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 3 )

( g )( 0 )

>

collect(c oe ff( lok 2[ i], h^ 4), D(D (D (D( g) ))) (0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 ; l1 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 4 )

( g )( 0 )

etc., i = 1 ; 2 :

F

•

ur den F all �

1

= �

2

= 0 wird mit

>

y := x -> c + g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x )+D (g )(x )/x :

>

v := x -> vector([y (x) , x*D(y)(x)]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,x *f (x) ]) :

>

v0 := v(x0):

>

lok3 := calclok(0 ,0 ,5) :
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die P otenzreihe des lok alen F ehlers b erec hnet. Wieder startet die P otenzreihe mit h

2

;

deren Ko e�zien ten im V ergleic h mit F all 1 relativ einfac h sind, vgl.

>

collect(c oef f( lok 3[1 ], h^2 ), D(D (g ))( 0)) ;

�

�

1

2

+ 2

b3 a32 a21

a31 + a32

+ 2

b4 a42 a21

a41 + a42 + a43

+ 2

b4 a43 a31

a41 + a42 + a43

+ 2

b4 a43 a32

a41 + a42 + a43

�

D

( 2 )

( g )( 0 )

und es gilt

>

collect(c oef f( lok 3[i ], h^3 ), D(D (D (g) ))( 0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 3 )

( g )( 0 )

>

collect(c oef f( lok 3[i ], h^4 ), D(D (D (D( g)) )) (0) );

u ( b1 ; : : : ; b4 ; a21 ; : : : ; a43 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a31 + a32 )

D

( 4 )

( g )( 0 )

etc., f

•

ur i = 1 ; 2 :

Zusammenfassend f

•

ur alle drei F

•

alle zeigt sic h, da� der lok ale F ehler (2.9) eines b elie-

bigen 4-stu�ges Runge-Kutta V erfahren an der Stelle h die F orm

e

1

= u

2

y

(2)

(0) h

2

+ u

3

y

(3)

(0) h

3

+ u

4

y

(4)

(0) h

4

+ O ( h

5

) (4.1)

hat, w ob ei die u

i

n ur v on den Ko e�zien ten des Runge-Kutta V erfahrens und den

Eigen w erten des Problems abh

•

angen. Dies erkl

•

art, w arum die Ordn ung f

•

ur Beispiel

1a nic h t un ter 4 fallen k ann, da y ( x ) = cx

4

e

� �x

ist. Man m u� jedo c h b etonen, da�

dieses Ergebnis n ur f

•

ur transformierte Systeme zw eiter Ordn ung gilt, da f

•

ur allgemeine

Systeme y

0

(0) nic h t Null zu sein brauc h t.

4.1.2 Lineare Probleme mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix

F

•

ur Beispiele mit v ariablen Ko e�zien ten A

i

( x ) = A

i

(0) + x � C

i

( x ) ; i = 1 ; 2 ; gehen

wir genauso v or wie f

•

ur k onstan te A

i

: Im F all, da� �

1

� �

2

< 0 ist, de�nieren wir das

allgemeine Problem mit

>

y := x -> Phi(x) + g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x) -( l1+ l2 -1) *D (g) (x) /x +l1 *l 2*g (x) /x ^2

>

-C1(x)*D(g )( x)- C0 (x) /x *g( x):

w ob ei g ( x ) die L

•

osung des inhomogenen Problems und �( x ) die L

•

osung des homogenen

Problems b ezeic hnet. Das transformierte Problem erster Ordn ung ist dann

>

v := x -> vector([y( x) , x*D(y)(x )]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x,( (- l1* l2+ x* C0( x) )*z [1] +

>

(l1+l2+x* C1 (x) )*z [2 ])/ x+ x*f (x) ]) :

>

v0 := v(x0):

und der lok ale F ehler b erec hnet sic h wieder mittels calclok ,

>

lok1 := calclok(0 ,0, 5) :

Im Gegensatz zu den Anfangsw ertaufgab en mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix ist der

k onstan te T erm der En t wic klung des lok alen F ehlers nic h t Null,
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>

collect(s ub s(h =0, lo k1[ 1] ),P hi( 0) );

�

�

b4 a43 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b3 a32 l1 l2

( a32 + a31 ) a21

�

b4 a43 a32 l1

2

l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 ) a21

�

b4 a42 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) a21

�

b4 a43 a32 l1 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 ) a21

�

�( 0 )

bzw. ein analoger T erm in der zw eiten Komp onen te. Allerdings folgt nac h [30 ], da�

so w ohl g ( x ) als auc h �( x ) k eine k onstan ten T erme hab en, also da� �(0) = 0 ist und

die P otenzreihe des lok alen F ehlers mit h b eginn t.

>

coeff(lok 1[ 1], h):

>

collect(" ,P hi( 0)) :

>

collect(" ,D (g) (0) );

�

b4 a43 C0( 0 ) a32

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a43 a32 l2 C0( 0 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a43 a32 l1 C0 ( 0 )

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a43 C0( 0 ) a31

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a43 C1( 0 ) a32

2

l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 ) a21

+

b4 a42 C0( 0 )

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 C1 ( 0 ) a32 a31 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 ) a21

+

b3 a32 C0( 0 )

a32 + a31

�

�( 0 )

+

�

�

b4 a43 a32 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a42 l2

a41 + a42 + a43

�

b4 a43 a32 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a42

a41 + a42 + a43

+

b4 a43 a31

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b3 a32 l1

a32 + a31

�

b3 a32 l2

a32 + a31

� 1

+

b3 a32 l1 l2

a32 + a31

+

b4 a43 a31 l1 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a42 l1 l2

a41 + a42 + a43

+

b4 a43 a32

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

+

b4 a43 a32 l1

2

l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a43 a31 l1

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a43 a31 l2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a43 a32 l1

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

b4 a42 l1

a41 + a42 + a43

+

b3 a32

a32 + a31

+

b4 a43 a32 l1 l2

2

( a41 + a42 + a43 ) ( a32 + a31 )

�

D( g )( 0 ) � D( � )( 0 )

W egen �

1

� �

2

< 0 ist R = 0 ; w oraus nac h [30 ] folgt, da� so w ohl g ( x ) als auc h �( x )

auc h k eine linearen Glieder b esitzen, also �(0) = 0 und g

0

(0) = �

0

(0) = 0 ; w oraus das

V ersc h winden des h -T ermes im lok alen F ehler folgt. Der lok ale F ehler startet daher mit

h

2

; vgl. [24 ].
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Um die Abh

•

angigk eit der w eiteren Ko e�zien ten v on g ( x ) bzw. �( x ) und deren Ablei-

tungen b ei Null zu un tersuc hen, dien t das Maple Programm testabl . Dab ei wird der

en tsprec hende Ko e�zien t des lok alen F ehlers zuerst nac h den m

•

oglic hen W erten v on

g

( i )

(0) und �

( i )

(0) sortiert, dann wird

•

ub erpr

•

uft, f

•

ur w elc he i; i = 0 ; : : : ; 5 ; diese v or-

k ommen. Das Ergebnis sind zw ei V ektoren mit W ahrheitsw erten, je nac h dem, ob der

Ko e�zien t v on g

( i )

(0) ; bzw. �

( i )

(0) Null ist. Bemerk ensw ert ist, da� Maple sogar zur

Un tersuc h ung v on Problemen mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix in allgemeiner F orm

b en utzt w erden k ann. Dies un terstreic h t die M

•

ac h tigk eit der sym b olisc hen Soft w are als

W erkzeug zur Analyse.

F

•

ur den b ereits b ehandelten F all, die erste Komp onen te des Ko e�zien ten zu h in lok1 ,

liefert

>

testabl(l ok1 ,1 ,1) ;

[ true false true true true true ]

[ false false true true true true ]

d.h. dieser Ko e�zien t en th

•

alt g

0

(0) ; �(0) und �

0

(0) ; wie erw artet. F

•

ur die zw eite

Komp onen te gilt dies analog. F

•

ur die Glieder zw eiter und h

•

oherer Ordn ung gilt

>

testabl(l ok1 ,i ,2) ;

[ false false false true true true ]

[ false true false true true true ]

>

testabl(l ok1 ,i ,3) ;

[ false false false false true true ]

[ false true true false true true ]

f

•

ur i = 1 ; 2 : Somit h

•

angt der k : Ko e�zien t des lok alen F ehlers in P otenzen v on h v on

�(0) ; �

( k )

(0) und g (0) ; g

0

(0) ; : : : ; g

( k )

(0) ab.

Wir b etrac h ten n un den F all �

1

< �

2

= 0 ;

>

y := x -> Phi(x) + c + g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x) -( l1- 1) *D( g) (x) /x- C1 (x) *D (g) (x) -C 0(x )/ x*g (x) :

>

v := x -> vector([y( x) , x*D(y)(x )]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[2 ]/ x,( (x *C0 (x) )* z[1 ]+

>

(l1+x*C1( x) )*z [2] )/ x+x *f (x) ]):

>

v0 := v(x0):

>

lok2 := calclok(0 ,0, 5) :

In diesem F all gilt

>

subs(h=0, lok 2[ i]) ;

0

und

>

testabl(l ok2 ,i ,1) ;

[ true false true true true true ]

[ false false true true true true ]

Un ter der Zusatzb edingung A

0

0

(0) � y (0) = 0 folgt nac h [30 ], da� der lok ale F ehler mit

h

2

startet.
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W eiters gilt

>

testabl(l ok 2,i ,2) ;

[ false false false true true true ]

[ false true false true true true ]

i = 1 ; 2 ; analog zu F all �

1

� �

2

< 0 :

Im dritten F all, �

1

= �

2

= 0 ;

>

y := x -> Phi(x) + c + g(x):

>

f := x -> D(D(g))(x )+D (g )(x )/x -C 1(x )* D(g )(x )- C0( x) /x* g( x):

>

v := x -> vector([y (x) , x*D(y)(x)]) :

>

F := (x,z) -> vector([z[ 2]/ x,C 0( x)* z[ 1]+ C1( x) *z[ 2] +x* f( x)] ):

>

v0 := v(x0):

startet die En t wic klung des lok alen F ehlers

>

lok3 := calclok(0 ,0 ,5) :

w egen

>

subs(h=0, lo k3[ i]) ;

0

und

>

testabl(l ok 3,1 ,1) ;

[ false false true true true true ]

[ false false true true true true ]

>

testabl(l ok 3,2 ,1) ;

[ false false true true true true ]

[ false false true true true true ]

eb enfalls mit h

2

: Im Un tersc hied zu den F

•

allen 1 und 2 stimmen hier die b eiden

Komp onen ten der lok alen F ehlerterme nic h t

•

ub erein,

>

testabl(l ok 3,1 ,2) ;

[ true false false true true true ]

[ false true false true true true ]

>

testabl(l ok 3,2 ,2) ;

[ false false false true true true ]

[ false true false true true true ]

>

testabl(l ok 3,1 ,3) ;

[ true false false false true true ]

[ false true true false true true ]

>

testabl(l ok 3,2 ,3) ;

[ false false false false true true ]

[ false true true false true true ]
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Der lok ale F ehler (2.9) eines b eliebigen 4-stu�gen Runge-Kutta V erfahrens hat f

•

ur ein

transformiertes System zw eiter Ordn ung mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix M ( x ) an

der Stelle h die F orm

e

1

= u

2

(�(0) ; �

(2)

(0) ; g (0) ; g

0

(0) ; g

(2)

(0)) h

2

+

u

3

(�(0) ; �

(3)

(0) ; g (0) ; : : : ; g

(3)

(0)) h

3

+

u

4

(�(0) ; �

(4)

(0) ; g (0) ; : : : ; g

(4)

(0)) h

4

+ O ( h

5

) ; (4.2)

w ob ei die u

i

w eiters v on den Ko e�zien ten des Runge-Kutta V erfahrens und den Eigen-

w erten v on M (0) abh

•

angen.

Ist n un �( x ) � 0 ; w as durc h die V orgab e v on y (0) = y

0

(0) = 0 erreic h t wird, so

v ereinfac h t sic h der Ausdruc k f

•

ur e

1

demen tsprec hend. Dies ist auc h in den b eiden

T estb eispielen 2a und 2b der F all. Der lok ale F ehler h

•

angt an der Singularit

•

at n ur

v on g ( x ) ab, w elc hes w egen g ( x ) = y ( x ) b ek ann t ist. Somit ist klar, w arum w egen

y ( x ) = cx

4

e

� �x

die Ordn ung in Beispiel 2a nic h t un ter 4 fallen k ann.

4.1.3 Zusammenfassung

Aus den b eiden v origen Absc hnitten geh t herv or, da� der E�ekt der Ordn ungsreduktion

durc h den Grad der Nullstelle x = 0 der L

•

osung v erwisc h t wird. Es wurden zus

•

atzlic h

T estb eispiele, wie in Absc hnitt 3.3 getestet. Die Ordn ungen v ersc hiedener V erfahren,

die sic h b ei x

�

= 0 eingestellt hab en, en tsprec hen immer der Heuristik. Aufgrund

der analytisc hen

•

Ub erlegungen b etrac h ten wir n ur lineare Anfangsw ertaufgab en. Im

Un tersc hied zu Absc hnitt 3.3.5 ist f

•

ur diese jetzt durc haus eine Systematik der Ord-

n ungsreduktionen zu erk ennen. Eigen tlic h wird die Ordn ung an der Singularit

•

at fast

immer auf 2 reduziert, d.h. der sc hlec h teste F all ist zu erw arten.

Sollte x = 0 eine Nullstelle der L

•

osung mit Grad h

•

oher als zw ei sein, so erh

•

alt man

un ter Umst

•

anden eine h

•

ohere Ordn ung aufgrund der sp eziellen Struktur der L

•

osung,

w elc hes einen Sonderfall darstellt. F

•

ur lineare Beispiele mit v ariabler Ko e�zien tenma-

trix ist dies dann der F all, w enn y (0) = y

0

(0) = 0 die L

•

osung des homogenen Problems

v ersc h winden l

•

a�t, und somit der F all y (0) = �(0) + g (0) = 0 ab er �(0) 6= 0 ; g (0) 6= 0

ausgesc hlossen bleibt.

Zu kl

•

aren bleibt no c h die F rage, w arum das klassisc he RK-V erfahren im F all des Bei-

spiels 2b Ordn ung 3 liefert, vgl. T ab elle 3.13. In diesem Beispiel gilt �

1

= �

2

= 0 ;

w o durc h die T erme der P otenzreihenen t wic klung des lok alen F ehlers einfac her w erden,

b edingt durc h die einfac here Di�eren tialgleic h ung. In diesen F

•

allen ist

"

zuf

•

allig \ der

Ko e�zien t u

2

in der En t wic klung (4.1) bzw. (4.2) Null. Dies ist auc h k onsisten t mit

Abb. 3.13, denn dort liefern v or allem RK und 3 = 8R f

•

ur die Beispiele mit Eigen w erten

�

1

= �

2

= 0 ; 1a, 2a und 2b um einen Grad b essere Ordn ungen, als durc h die Struktur

der sp eziellen L

•

osung b estimm t.

Somit ist es m

•

oglic h, abh

•

angig v on �

1

; �

2

ein b estimm tes Runge-Kutta V erfahren zu

k onstruieren, w elc hes mit Hilfe der Ko e�zien ten b

1

; : : : ; b

4

und a

21

; : : : ; a

43

f

•

ur Beispiele

mit den Eigen w erten �

1

und �

2

b essere Ordn ungen erzielt. Denn w enn ein b estimm tes

V erfahren b ei einem Beispiel eine gewisse Ordn ung zeigt, so hat es sie b ei allen Beispie-

len mit den gleic hen Eigen w erten, w ob ei nat

•

urlic h zwisc hen linearen Anfangsw ertaufga-

b en mit k onstan ten und v ariablen Ko e�zien ten A

i

un tersc hieden w erden m u�. Dies ist
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jedo c h nic h t zielf

•

uhrend, da n ur ein Sp ezialfall abgedec kt wird und f

•

ur leic h t ge

•

anderte

Eigen w erte die Ordn ung wieder auf zw ei zur

•

uc kf

•

allt. Das hei�t es m u� in jedem F all mit

einer Ordn ungsreduktion an der Singularit

•

at auf die Ordn ung zw ei gerec hnet w erden.

4.2 Ordn ung des lok alen F ehlers IRK 4

Analog zu Absc hnitt 4.1 sollen n un implizite Runge-Kutta V erfahren un tersuc h t w er-

den, deren De�nition allgemein durc hgef

•

uhrt wird, w ob ei ein dreistu�ges V erfahren,

>

c1 := a11+a12+a13 : c2 := a21+a22+a2 3: c3 := a31+a32+a 33 :

angenommen wird. Die Berec hn ung des lok alen F ehlers wird mit Hilfe des Maple

Programms calcilok durc hgef

•

uhrt, siehe Abb. 4.2.

>

calcilok := proc(sum)

>

# Global F(x,z[.]) ... rechte Seite als Funktion in x und z[.].

>

# Global x0 ... Startpos iti on

>

# Global v[.](x) ... exakte Loesung

>

# Global v0[.] ... Startwert

>

# sum die Anzahl der Folgengli ed er fuer series

>

local k1,k2,k3,k1 1, k12 ,k 21, k22 ,k 31, k3 2,k ,

>

e1,e2,e3,e4 ,e 5,e 6, e,A ,Ai nv ,b:

>

k1 := vector([k11 ,k 12] ):

>

k2 := vector([k21 ,k 22] ):

>

k3 := vector([k31 ,k 32] ):

>

e1 := k1[1]-F(x0+ c1 *h, ev alm (v0 +h *(a 11 *k1 +a1 2* k2+ a1 3*k 3) ))[ 1]:

>

e2 := k1[2]-F(x0+ c1 *h, ev alm (v0 +h *(a 11 *k1 +a1 2* k2+ a1 3*k 3) ))[ 2]:

>

e3 := k2[1]-F(x0+ c2 *h, ev alm (v0 +h *(a 21 *k1 +a2 2* k2+ a2 3*k 3) ))[ 1]:

>

e4 := k2[2]-F(x0+ c2 *h, ev alm (v0 +h *(a 21 *k1 +a2 2* k2+ a2 3*k 3) ))[ 2]:

>

e5 := k3[1]-F(x0+ c3 *h, ev alm (v0 +h *(a 31 *k1 +a3 2* k2+ a3 3*k 3) ))[ 1]:

>

e6 := k3[2]-F(x0+ c3 *h, ev alm (v0 +h *(a 31 *k1 +a3 2* k2+ a3 3*k 3) ))[ 2]:

>

e := vector([e 1, e2, e3, e4, e5, e6]):

>

A := transpose (ma tr ix( [m ap( coe ff ,ma p( col lec t, e,k 11 ),k 11 ),

>

map(coeff ,ma p( col lec t, e,k 12 ),k 12 ),

>

map(coeff ,ma p( col lec t, e,k 21 ),k 21 ),

>

map(coeff ,ma p( col lec t, e,k 22 ),k 22 ),

>

map(coeff ,ma p( col lec t, e,k 31 ),k 31 ),

>

map(coeff ,ma p( col lec t, e,k 32 ),k 32 )]) ):

>

b := -vector([ sub s( {k1 1= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [1] ),

>

subs({k11= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [2] ),

>

subs({k11= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [3] ),

>

subs({k11= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [4] ),

>

subs({k11= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [5] ),

>

subs({k11= 0,k 12= 0, k21 =0 ,k2 2=0 ,k 31= 0, k32 =0 },e [6] ) ]);

>

Ainv := inverse(A ):

>

k := evalm(Ain v&* b) :

>

k1 := vector([k[1 ], k[2 ]] ):

>

k2 := vector([k[3 ], k[4 ]] ):

>

k3 := vector([k[5 ], k[6 ]] ):

>

evalm(v0 + h*(b1*k1+b2 *k 2+b 3*k 3) ):

>

evalm(" - v(x0+h)):

>

map(expan d, map (se ri es, ", h,s um) ):

>

end:

Abbildung 4.2: Maple Programm zur Berec hn ung des lok alen F ehlers v on IRK

Die h

•

ohere Komplexit

•

at impliziter V erfahren zeigt sic h auc h deutlic h im erh

•

oh ten Pro-

grammieraufw and. Zuerst w erden die Komp onen ten der 2-dimensionalen k

i

f

•

ur (2.10)

de�niert. Dann w erden die 3 Gleic h ungen f

•

ur k

1

; k

2

und k

3

im V ektor e aufgestellt.

Da n ur lineare Probleme b etrac h tet w erden, k ommen die k

i

n ur linear v or und es k ann

ihre Ko e�zien tenmatrix A des Gleic h ungssystem A � k = b; w ob ei k = ( k

1

; k

2

; k

3

)

T

ist,

aufgestellt w erden. Der V ektor b en th

•

alt die v on k unabh

•

angigen Beitr

•

age.
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Nac h L

•

osung des linearen Gleic h ungssystems wird der Runge-Kutta Sc hritt durc h-

gef

•

uhrt, d.h. es wird (2.10) ausgew ertet. Danac h wird wie in calclok die exakte L

•

osung

abgezogen und die Di�erenz nac h P otenzen v on h en t wic k elt, w ob ei die L

•

ange der En t-

wic klung mittels sum angegeb en w erden k ann.

Im Gegensatz zu den expliziten V erfahren ist im F all c

1

6= 0 ; also f

•

ur Radau und Gauss

V erfahren, k eine Ausw ertung an der Stelle x

0

= 0 not w endig, w o durc h die Berec hn ung

v on F ( x

0

; y

0

) en tf

•

allt.

4.2.1 Lineare Probleme mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix

Wir un tersuc hen wieder Anfangsw ertprobleme zw eiter Ordn ung mit k onstan ter Ko e�-

zien tenmatrix M ; w ob ei je nac h deren Eigen w erten un tersc hieden w erden m u�. In F all

1, �

1

� �

2

< 0 ; liefert

>

lok1 := calcilok( 5):

eine en tsprec hende En t wic klung des lok alen F ehlers mit

>

subs(h=0, lok 1[ i]) ;

0

>

simplify( col le ct( coe ff (lo k1 [i] ,h ),D (g) (0 ))) ;

( b1 + b2 + b3 � 1 ) D( g )( 0 )

f

•

ur i = 1 ; 2 :

Im V ergleic h mit den expliziten V erfahren f

•

allt auf, da� diese Ko e�zien ten so w ohl w egen

D(g)(0) = y

0

(0) = 0 als auc h w egen der Ordn ungsb edingung b

1

+ b

2

+ b

3

= 1 ; w elc he

f

•

ur Ordn ung 2 not w endig ist, v ersc h winden. Das hei�t, da� Ordn ung 2 in diesem F all

so w ohl f

•

ur singul

•

are Anfangsw ertaufgab en erster als auc h zw eiter Ordn ung gesic hert

ist.

W eiters gilt, wie auc h b ei den expliziten V erfahren,

>

coeff(lok 1[i ], h^k ):

u ( b1 ; : : : ; b3 ; a21 ; : : : ; a33 ) D

( k )

( g )( 0 )

etc., f

•

ur i = 1 ; 2 ; und k � 1 :

Analog v erh

•

alt sic h der lok ale F ehler im zw eiten und dritten F all �

1

< �

2

= 0 ; bzw.

�

1

= �

2

= 0 ;

>

lok3 := calcilok( 5):

>

subs(h=0, lok 3[ i]) ;

0

>

simplify( col le ct( coe ff (lo k3 [i] ,h ),D (g) (0 ))) ;

( b1 + b2 + b3 � 1 ) D( g )( 0 )

f

•

ur i = 1 ; 2 : Im F all k onstan ter Ko e�zien ten A

0

und A

1

hat die En t wic klung des lok alen

F ehlers nac h P otenzen v on h also eb enfalls die F orm (4.1).

Die w eiteren Ko e�zien ten zu h

k

; k = 2 ; : : : ; in lok3 hab en die gew ohn te F orm.
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Zu b eac h ten ist, da� der Ko e�zien t v on lok3[2] zu h

2

w egen

>

collect(c oe ff( lok 3[ 2], h^ 2), D(D (g ))( 0) );

( � 1 + 2 b1 a11 + 2 b1 a12 + 2 b1 a13 + 2 b2 a21 + 2 b2 a22 + 2 b2 a23

+ 2 b3 a31 + 2 b3 a32 + 2 b3 a33 ) D

( 2 )

( g )( 0 )

eb enfalls v ersc h windet, da b

1

c

1

+ b

2

c

2

+ b

3

c

3

= 1 = 2 eine w eitere not w endige Bedingung

f

•

ur Ordn ung 2 darstellt, [18 ], Seite 202, F ormel (7.9). Ein analoges Ergebnis k onn te

ab er aufgrund der Komplexit

•

at der Ko e�zien ten und der Ordn ungsb edingungen nic h t

f

•

ur s

•

am tlic he Ko e�zien ten zu h

2

aller drei F

•

alle nac hgewiesen w erden.

4.2.2 Zusammenfassung

Wie auc h f

•

ur explizite V erfahren, vgl. Absc hnitt 4.1.3, hat der Grad der Nullstelle x = 0

direkten Ein
u� auf die Kon v ergenzordn ung des lok alen F ehlers linearer Probleme, vgl.

dazu auc h T ab elle 3.14, Beispiel 1a. Prinzipiell ist mit einer Ordn ungsreduktion auf 2

zu rec hnen. Diese theoretisc he Aussage wird allerdings nic h t durc h die

•

Ub erpr

•

ufung

anderer T estb eispiele b est

•

atigt. Die Ordn ungen der Radau (RI IA3 und RI IA5) so wie

Gauss V erfahren (G4, G6) b ei x

�

= 0 ; zeigen in den meisten F

•

allen mindestens Ordn ung

3. Dies legt die V erm utung nahe, da� im allgemeinen n ur mit einer Ordn ungsreduktion

auf 3 zu rec hnen ist. Die impliziten V erfahren sc heinen daher gegen

•

ub er der Ordn ungs-

reduktion an der Singularit

•

at robuster zu sein als die expliziten V erfahren.
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5 Sc h

•

atzung des globalen F ehlers

Beim L

•

osen v on Di�eren tialgleic h ungen w erden Genauigk eitsanforderungen meist an

den globalen F ehler gestellt. Bei der Sc hritt w eitensteuerung

•

ub er den lok alen F ehler,

vgl. Absc hnitt 3, wurde v orausgesetzt, da� der lok ale und der globale F ehler k orreliert

sind. Dies ist zw ar im allgemeinen der F all, m u� ab er nic h t immer so sein. Eine sic here

Metho de ist, den globalen F ehler zu sc h

•

atzen, w of

•

ur b ereits eine Vielzahl v on Metho den

existiert, vgl. [39 ]. Das Ziel dab ei ist es, eine m

•

oglic hst gute Sc h

•

atzung �

j

v on "

j

zu

erhalten. Aufgrund solc her Sc h

•

atzungen k ann die Qualit

•

at der L

•

osung b ez

•

uglic h der

v orgegeb enen T oleranz v erl

•

a�lic h b estimm t w erden. Die meisten Metho den basieren auf

zw eimaliger In tegration der Anfangsw ertaufgab e, ein b etr

•

ac h tlic h gr

•

o�erer Aufw and.

W eiters gibt es k eine einfac he M

•

oglic hk eit die Sc hritt w eite w

•

ahrend der In tegration an

den globalen F ehler anzupassen, vgl. [38 ].

5.1 Der globale F ehler der V erfahren

Nac hdem b ei den singul

•

aren Anfangsw ertaufgab en der lok ale F ehler unglatt ist, sc hein t

es sinn v oll, v or der An w endung v ersc hiedener Metho den zur Sc h

•

atzung des globalen

F ehlers die Struktur des globalen F ehlers auszuloten. T eilw eise wurde dies sc hon in

den Absc hnitten 3.1 und 3.2 durc hgef

•

uhrt, ob w ohl dort das Hauptaugenmerk auf dem

lok alen F ehler lag. Dort lag der globale F ehler et w a immer zwisc hen 1 = 10 und dem 10

fac hen der lok alen T oleranz, je nac h V erfahren und T estb eispiel.

5.1.1 Explizites Runge-Kutta 4

Wir sc h

•

atzen die Ordn ung des globalen F ehlers genau wie die des lok alen F ehlers in

Absc hnitt 3.3. Wir starten b ei x = 0 und rec hnen mit der Sc hritt w eite h

1

bis 1, w ob ei

h

1

= 1 =n

1

; n

1

2 gelten m u�. Das V erfahren b en

•

otigt also genau n

1

Sc hritte. Der

globale F ehler b ei 1 ist "

n

1

= y

n

1

� y (1) : Analog erhalten wir f

•

ur h

2

den globalen F ehler

"

n

2

= y

n

2

� y (1) : Die Ordn ung wird analog zu (3.5) mit

p �

ln

�

j "

n

1

j

j "

n

2

j

�

ln

�

j h

1

j

j h

2

j

�

(5.1)

b erec hnet, bzw. die F ehlerk onstan te wie in (3.6) mit

c �

"

n

1

h

p

1

: (5.2)

Dieser Zugang liefert f

•

ur jede Komp onen te der L

•

osung eine Kon v ergenzordn ung und

F ehlerk onstan te.

Ansc hlie�end sind die Kon v ergenzordn ungen p der ersten Komp onen te einiger Beispiele

aufgelistet. Es wird mit h

1

= 1 = 5 b egonnen. W eitere Sc hritt w eiten ergeb en sic h durc h

sukzessiv es Halbieren v on h

1

: Dab ei ist " = "

n

i

( h

i

) ; i = 1 ; : : : ; 9 ; der globale F ehler der

ersten Komp onen te und c die F ehlerk onstan te. Hat diese ann

•

ahernd gleic he W erte f

•

ur

v ersc hiedene h

i

; so b est

•

atigt dies die Korrektheit der Sc h

•

atzung v on p: V erw endet wird
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das klassisc he Runge-Kutta V erfahren mit dem Butc her-Arra y aus Absc hnitt 3.3.5. Die

erw artete Ordn ung ist daher 4. Die T ab ellen zeigen n ur die h -Bereic he, in denen sic h

Ordn ungen einstellen.

h " p c

1 = 5 9 : 091 � 10

� 01

5 : 871129 � 1 : 154 � 10

+03

1 = 5 � 2

� 1

1 : 553 � 10

� 03

5 : 113945 � 2 : 019 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 2

4 : 485 � 10

� 04

4 : 782977 7 : 491 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 3

1 : 629 � 10

� 06

0 : 640454 � 1 : 729 � 10

� 05

1 = 5 � 2

� 4

1 : 045 � 10

� 06

2 : 749678 � 1 : 786 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

1 : 553 � 10

� 07

3 : 213922 � 1 : 884 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

1 : 674 � 10

� 08

3 : 436347 � 6 : 799 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 7

1 : 547 � 10

� 09

3 : 569052 � 1 : 602 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 8

1 : 303 � 10

� 10

3 : 670260 � 3 : 306 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 9

1 : 023 � 10

� 11

3 : 117248 � 4 : 311 � 10

+00

T ab elle 5.1: Ordn ung globaler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a an x = 1

h " p c

1 = 5 1 : 184 � 10

� 04

4 : 015576 7 : 590 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

7 : 323 � 10

� 05

4 : 003873 7 : 388 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

4 : 564 � 10

� 06

4 : 000967 7 : 324 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

2 : 851 � 10

� 08

4 : 000239 7 : 305 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

1 : 781 � 10

� 09

3 : 999959 7 : 296 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

1 : 113 � 10

� 10

4 : 002002 7 : 372 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

6 : 949 � 10

� 11

4 : 105621 1 : 340 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 7

4 : 037 � 10

� 12

2 : 689650 1 : 424 � 10

� 05

T ab elle 5.2: Ordn ung globaler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 1b an x = 1

Die T ab elle 5.4 zeigt f

•

ur das T estb eispiel 2b eine klare Ordn ungsreduktionen v on 4 auf

p = 3 : An der Singularit

•

at hatte dieses Beispiel Ordn ungsreduktionen um 2 h -P otenzen,

vgl. T ab elle 3.13. Diese zum T eil gr

•

o�tm

•

oglic hen Ordn ungsreduktionen wirk en sic h

allerdings n ur auf eine h -P otenz im globalen F ehler aus. Die F ehlerk onstan ten zwisc hen

0 : 1 und 100 b est

•

atigen die G

•

ultigk eit der gemessenen Ordn ungen.

F

•

ur die Beispiele 1a, 2a und 3a zeigen die T ab ellen 5.1, 5.3 und 5.5 Ordn ungen zwisc hen

p = 3 : 5 und p = 3 : 8 : Die F ehlerk onstan ten stabilisieren sic h zw ar nic h t, sind ab er auc h

nic h t allzu gro�. Diese Beispiele, vgl. T ab elle 3.13, zeigten f

•

ur das klassisc he Runge-

Kutta V erfahren (RK) n ur m

•

a�ige bis gar k eine Ordn ungsreduktionen im lok alen F ehler.

In der T ab elle 5.2 b eobac h tet man, wie sic h f

•

ur 1b die klassisc hen Kon v ergenzordn ungen

einstellen. Die F ehlerk onstan ten sind et w a in der Gr

•

o�enordn ung v on 10, w as die

Ric h tigk eit der Ordn ungen b est

•

atigt.

Au�er im T estb eispiel 2b ist " nac h der 8. bis 9. Gitterv erfeinerung durc h w egs im

Rundungsfehlerb erei c h, und es stellen sic h k eine Ordn ungen mehr ein.
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h " p c

1 = 5 5 : 028 � 10

� 03

3 : 478542 � 1 : 357 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

4 : 511 � 10

� 04

3 : 161546 � 6 : 543 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

5 : 041 � 10

� 05

3 : 270460 � 9 : 068 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

5 : 224 � 10

� 06

3 : 421611 � 1 : 583 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

4 : 875 � 10

� 07

3 : 540578 � 2 : 667 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

4 : 190 � 10

� 08

3 : 628036 � 4 : 157 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

3 : 389 � 10

� 09

3 : 693043 � 6 : 049 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 7

2 : 620 � 10

� 11

3 : 715743 � 7 : 005 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 8

1 : 994 � 10

� 12

3 : 315877 � 4 : 008 � 10

� 01

T ab elle 5.3: Ordn ung globaler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a an x = 1

h " p c

1 = 5 3 : 466 � 10

� 01

2 : 485072 1 : 891 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 1

6 : 191 � 10

� 02

2 : 650220 2 : 766 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 2

9 : 862 � 10

� 03

2 : 763838 3 : 888 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 3

1 : 452 � 10

� 04

2 : 842075 5 : 189 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 4

2 : 025 � 10

� 05

2 : 895807 6 : 567 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 5

2 : 720 � 10

� 06

2 : 932331 7 : 905 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 6

3 : 564 � 10

� 06

2 : 956777 9 : 102 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 7

4 : 591 � 10

� 07

2 : 972909 1 : 010 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 8

5 : 847 � 10

� 08

2 : 983876 1 : 092 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 9

7 : 391 � 10

� 09

2 : 975906 1 : 026 � 10

+01

T ab elle 5.4: Ordn ung globaler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b an x = 1

h " p c

1 = 5 1 : 863 � 10

� 04

3 : 686882 � 7 : 034 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

1 : 446 � 10

� 05

3 : 799305 � 9 : 112 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

1 : 039 � 10

� 06

3 : 835148 � 1 : 014 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

7 : 280 � 10

� 07

3 : 852488 � 1 : 081 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

5 : 040 � 10

� 08

3 : 864811 � 1 : 141 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

3 : 459 � 10

� 09

3 : 875116 � 1 : 202 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

2 : 357 � 10

� 11

3 : 882585 � 1 : 255 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 7

1 : 598 � 10

� 12

3 : 972802 � 2 : 249 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 8

1 : 018 � 10

� 13

6 : 840777 � 1 : 834 � 10

+08

T ab elle 5.5: Ordn ung globaler F ehler ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a an x = 1
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5.1.2 Implizites Runge-Kutta 4

Analog zum v origen Absc hnitt wird der globale F ehler "; die Kon v ergenzordn ung p und

die F ehlerk onstan te c der ersten Komp onen te f

•

ur ein implizites Runge-Kutta V erfahren

tab elliert. V erw endet wird die Gauss F ormel 4. Ordn ung aus [19 ], Seite 72, Abb. 5.1.

Die erw artete Ordn ung ist daher 4.

h " p c

1 = 5 9 : 123 � 10

� 01

3 : 212604 1 : 605 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 1

9 : 841 � 10

� 02

3 : 272877 1 : 844 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 2

1 : 018 � 10

� 03

3 : 452993 3 : 164 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 3

9 : 298 � 10

� 04

3 : 604613 5 : 536 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 4

7 : 643 � 10

� 05

3 : 699659 8 : 396 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 5

5 : 882 � 10

� 06

3 : 758463 1 : 131 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 6

4 : 346 � 10

� 07

3 : 796954 1 : 412 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 7

3 : 127 � 10

� 09

3 : 823271 1 : 674 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 8

2 : 209 � 10

� 10

3 : 832845 1 : 793 � 10

+02

T ab elle 5.6: Ordn ung globaler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 1a an x = 1

h " p c

1 = 5 7 : 903 � 10

� 04

4 : 016608 � 5 : 073 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

4 : 883 � 10

� 05

4 : 004131 � 4 : 929 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

3 : 043 � 10

� 07

4 : 001031 � 4 : 884 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

1 : 900 � 10

� 08

4 : 000260 � 4 : 870 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

1 : 187 � 10

� 09

4 : 000217 � 4 : 869 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

7 : 422 � 10

� 10

3 : 998208 � 4 : 820 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

4 : 644 � 10

� 11

3 : 874164 � 2 : 356 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 7

3 : 167 � 10

� 12

4 : 235097 � 2 : 427 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 8

1 : 681 � 10

� 14

� 2 : 848777 2 : 366 � 10

� 23

T ab elle 5.7: Ordn ung globaler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 1b an x = 1

Wie im F all des expliziten V erfahrens zeigt die T ab elle 5.9 v on T estb eispiel 2b eine

klare Ordn ungsreduktion v on 4 auf p = 3 :

In den T ab ellen 5.6 und 5.8 der Beispiele 1a und 2a sind Ordn ungen um p = 3 : 8 zu

erk ennen. Die F ehlerk onstan ten liegen zwisc hen 1 und 100, stabilisieren sic h jedo c h

nic h t.

In den T ab ellen 5.7 und 5.10 stellt sic h f

•

ur die Beispiele 1b und 3a die klassisc he

Kon v ergenzordn ung ein.
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h " p c

1 = 5 2 : 829 � 10

� 03

3 : 515338 8 : 105 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 1

2 : 474 � 10

� 04

3 : 650708 1 : 107 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 2

1 : 970 � 10

� 05

3 : 730416 1 : 405 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 3

1 : 484 � 10

� 06

3 : 779881 1 : 686 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 4

1 : 080 � 10

� 07

3 : 812698 1 : 947 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 5

7 : 689 � 10

� 08

3 : 836005 2 : 192 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 6

5 : 384 � 10

� 09

3 : 853102 2 : 419 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 7

3 : 726 � 10

� 10

3 : 886507 3 : 002 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 8

2 : 519 � 10

� 12

4 : 424200 1 : 406 � 10

+02

T ab elle 5.8: Ordn ung globaler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 2a an x = 1

h " p c

1 = 5 4 : 427 � 10

� 01

3 : 054198 6 : 038 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 1

5 : 330 � 10

� 02

3 : 019657 5 : 576 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 2

6 : 572 � 10

� 03

3 : 004025 5 : 321 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 3

8 : 192 � 10

� 04

2 : 998745 5 : 219 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 4

1 : 024 � 10

� 05

2 : 997661 5 : 194 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 5

1 : 283 � 10

� 06

2 : 997955 5 : 202 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 6

1 : 606 � 10

� 07

2 : 998529 5 : 219 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 7

2 : 010 � 10

� 08

2 : 999176 5 : 241 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 8

2 : 513 � 10

� 09

3 : 000964 5 : 308 � 10

+01

T ab elle 5.9: Ordn ung globaler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 2b an x = 1

h " p c

1 = 5 4 : 929 � 10

� 05

3 : 999027 � 3 : 076 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 1

3 : 083 � 10

� 07

3 : 999760 � 3 : 081 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 2

1 : 927 � 10

� 08

3 : 999950 � 3 : 083 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 3

1 : 204 � 10

� 09

3 : 999993 � 3 : 083 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 4

7 : 528 � 10

� 10

4 : 000000 � 3 : 083 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 5

4 : 705 � 10

� 11

3 : 993479 � 2 : 983 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 6

2 : 954 � 10

� 13

3 : 830858 � 1 : 167 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 7

2 : 076 � 10

� 14

2 : 023332 � 9 : 887 � 10

� 08

1 = 5 � 2

� 8

5 : 107 � 10

� 14

� 0 : 309328 5 : 584 � 10

� 15

T ab elle 5.10: Ordn ung globaler F ehler IRK 4 f

•

ur Beispiel 3a an x = 1
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5.1.3 Zusammenfassung

In T ab elle 5.11 sind die in w eiteren T ests erhaltenen Kon v ergenzordn ungen der T est-

b eispiele f

•

ur w eitere V erfahren tab elliert.

V erfahren D3 RK 3 = 8R DP5 DP8 RI IA3 G4 RI IA5

klass. Ord. 3 4 4 5 8 3 4 5

Beispiel 1a 3 3.5 3.5 4 5 3 3.8 4

Beispiel 1b 4 4 4 5 ? 3 4 5

Beispiel 1c 3 4 4 4 4 3 4 5

Beispiel 2a 3 3.6 3.5 4 5 3 3.8 4

Beispiel 2b 2 3 3 3 4 2.8 3 4

Beispiel 3a 3 3.8 3.9 4 4 3 4 5

T ab elle 5.11: Ordn ungen globaler F ehler RK aller Beispiele an x = 1

Der globale F ehler ist im Gegensatz zum lok alen F ehler glatt. F

•

ur kleinere Sc hritt w eiten

reduziert er sic h demen tsprec hend, bis er im Rundungsfehlerb e reic h liegt, vgl. auc h

Besc hreibung des globalen F ehlers in Absc hnitt 3.1.6. V erfahren mit Ordn ung p � 4

zeigen teilw eise die erw artete Ordn ung p; teilw eise eine bis um Eins reduzierte Ordn ung.

Die Ordn ungsreduktionen um 3 h -P otenzen an der Singularit

•

at wirk en sic h global auf

maximal eine h -P otenz aus.

F

•

ur V erfahren mit hoher Genauigk eit, z.B. DP8, wirk en sic h die Ordn ungsreduktionen

im lok alen F ehler st

•

ark er auf den globalen F ehler aus. F

•

ur DP8 k

•

onnen theoretisc h

lok ale Ordn ungsreduktionen bis zu 7 h -P otenzen auftreten, vgl. Absc hnitt 4.1, und es

treten auc h tats

•

ac hlic h 5 h -P otenzen in T ab elle 3.13 auf, w as eine dramatisc he Ord-

n ungsreduktion darstellt. Die impliziten V erfahren sc heinen jedo c h et w as robuster zu

sein, d.h. w eniger Ordn ungsp otenzen zu v erlieren, als die expliziten.

5.2 Zadunaisky-Sc h

•

atzung

Zadunaisky b esc hreibt in [44 ] eine M

•

oglic hk eit den globalen F ehler " zu sc h

•

atzen. Er

geh t dab ei folgenderma�en v or: Nac hdem das Problem (2.7),

y

0

( x ) = F ( x; y ( x )) ; a � x � b;

y ( a ) = b

0

;

mit y

�

n umerisc h gel

•

ost wurde, k onstruiert man ein w eiteres Anfangsw ertproblem er-

ster Ordn ung, das sogenann te Nac h barproblem,

z

0

( x ) =

�

F ( x; z ( x )) ; a � x � b; (5.3a)

z ( a ) =

�

b

0

; (5.3b)

derart, da� man die exakte L

•

osung z ( x ) b ereits k enn t, und das Problem sic h n ur w enig

v om urspr

•

unglic hen Problem (2.7) un tersc heidet. Das Nac h barproblem wird genauso

gel

•

ost wie das eigen tlic he Problem, und man erh

•

alt die n umerisc he L

•

osung z

�

mit den
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globalen F ehlern �"

j

= z

j

� z ( x

j

) ; j = 1 ; : : : ; n; F alls die n umerisc he L

•

osung z

j

des

Nac h barproblems nahe der n umerisc hen L

•

osung y

j

des eigen tlic hen Problems liegt, so

k ann man erw arten, da� sic h die globalen F ehler gleic h v erhalten, also da�

"

j

� �

j

:= � "

j

(5.4)

ist.

Eine M

•

oglic hk eit zur Konstruktion des Nac h barproblems b esteh t darin, die n umerisc he

L

•

osung y

�

durc h ein v ektorw ertiges P olynom p ( x ) zu in terp olieren, z ( x ) = p ( x ) : Dann

hat das Nac h barproblem die F orm

z

0

( x ) = F ( x; z ( x )) + D ( x ) ; a � x � b; (5.5a)

z ( a ) = p ( a ) = b

0

; (5.5b)

mit D ( x ) = p

0

( x ) � F ( x; p ( x )) : Um hohe P olynomgrade zu v ermeiden, setzt man p ( x )

st

•

uc kw eise aus mehreren P olynomen v om Grad k zusammen, w ob ei k gr

•

o�er als die

Ordn ung p des v erw endeten V erfahrens sein sollte, meist k := p + 1 : Somit ist p 2 C [ a; b ] ;

w

•

ahrend p

0

( x ) an den St

•

utzstellen x

k j

; j = 1 ; : : : ; Sprungstellen b esitzt, w as jedo c h b ei

Systemen erster Ordn ung k eine Probleme b ereitet. Die Sc h

•

atzung (5.4) v ereinfac h t sic h

in diesem F all zu

"

j

� �

j

:= � "

j

= z

j

� y

j

: (5.6)

F

•

ur singul

•

are Anfangsw ertaufgab en stellt sic h aufgrund des 1 =x im Di�eren tialop erator

sofort die F rage, ob das Nac h barproblem (5.5)

•

ub erhaupt sinn v oll de�niert ist. Das

Nac h barproblem der Anfangsw ertaufgab e mit k onstan ter Ko e�zien tenmatrix ist

z

0

( x ) �

M

x

� z ( x ) = p

0

( x ) �

M

x

� p ( x ) ; 0 < x � 1 ;

B

0

� z (0) = � ;

M � z (0) = 0 :

Aufgrund v on z (0) = p (0) = y (0) gilt M � p (0) = 0 ; w oraus M � p ( x ) = xq ( x ) ; q 2

[ x ] ; und damit 1 =xM � p ( x ) = q ( x ) folgt. Das Nac h barproblem en tspric h t also dem

homogenen urspr

•

unglic hen Problem mit einer p olynomialen Inhomogenit

•

at.

F

•

ur lineare Anfangsw ertaufgab en mit v ariabler Ko e�zien tenmatrix hat die b enac h barte

Di�eren tialgleic h ung die F orm

z

0

( x ) �

M ( x )

x

� z ( x ) = p

0

( x ) �

M ( x )

x

� p ( x ) ; 0 < x � 1 :

Es gilt M ( x ) � p ( x ) = M (0) � p ( x ) + xC ( x ) � p ( x ) : W egen M (0) � z (0) = 0 folgt daraus

(1 =x ) M ( x ) � p ( x ) = q ( x ) + C ( x ) � p ( x ) : Das Nac h barproblem en tspric h t somit eb enfalls

dem homogenen urspr

•

unglic hen Problem mit einer p olynomialen Inhomogenit

•

at. Ana-

loges gilt f

•

ur das nic h tlineare Problem (2.1), da die zus

•

atzlic hen nic h tlinearen Beitr

•

age

f ( x; y ( x )) und f ( x; p ( x )) k eine Probleme b ereiten.

Diese Metho de wird auc h als Defektk orrektur V ersion A b ezeic hnet, vgl. [39 ], denn

D ( x ) aus (5.5a) ist der Defekt der L

•

osung y

�

b ez

•

uglic h eines Kollok ationsv erfahrens
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zum Gitter � : F ormel (5.6) liefert eine mit k orrektem V orzeic hen v ersehene Sc h

•

atzung

des globalen F ehlers. Damit erh

•

alt man aus

y

(1)

j

:= y

j

� �"

j

eine v erb esserte N

•

aherung f

•

ur y ( x

j

) b ez

•

uglic h des Kollok ationsv erfahrens. Mit der

neuen N

•

aherung y

(1)

�

wird ein neuer Defekt D

(1)

( x ) gebildet, und man erh

•

alt eine neue

F ehlersc h

•

atzung. Iteriert man diesen V organg, so erh

•

alt man mit der Metho de der

Iterierten Defekt-Korrektur (IDeC), vgl. [9 ], immer b essere N

•

aherungsl

•

osungen

y

( i +1)

j

:= y

( i )

j

� �"

( i )

j

= y

( i )

j

� ( z

( i )

j

� y

j

) : (5.7)

Der Grenzw ert y

( � )

�

ist mit D

( � )

( x ) � 0 die exakte L

•

osung des Kollok ationsv erfahrens,

w elc he in diesem F all das Zielv erfahren darstellt. Das V erhalten der Iterierten Defekt-

Korrektur f

•

ur singul

•

are Probleme wurde b ereits in [1 ] und [11 ] un tersuc h t.

5.2.1 Basismetho de explizites Runge-Kutta 4

In diesem Absc hnitt

•

ub erpr

•

ufen wir die G

•

ute der Sc h

•

atzung (5.6) des globalen F eh-

lers. Dazu w erden die T estprobleme f

•

ur v ersc hiedene Sc hritt w eiten h gel

•

ost und der

globale F ehler "

j

wird mit dem W ert des Zadunaisky-Sc h

•

atzers �

j

v erglic hen. Die er-

ste Abbildung zeigt jew eils die Maxim umnorm des F ehlers des Zadunaisky-Sc h

•

atzers

f

•

ur v ersc hiedene Sc hritt w eiten, also j �

j

� "

j

j : Die w eiteren Abbildungen zeigen die Ma-

xim umnorm des globalen F ehlers, j "

j

j ; 0 � j � n; (dic k e Linie) und den W ert des

Sc h

•

atzers, j �

j

j ; 0 � j � n; (punktierte Linie). Alle Graphen sind logarithmisc h sk aliert.

V erw endet wurde das V erfahren DP4, also die Runge-Kutta Metho de v on DOPRI5 mit

der Ordn ung p = 4 : Daher wurde k = 5 gew

•

ahlt.

6

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a: Der F ehler des Sc h

•

atzers

v erl

•

auft in Abb. 5.1 b einahe v

•

ollig geradlinig. Das hei�t der globale F ehler wird en tlang

des In terv alls gleic hm

•

a�ig gut appro ximiert. Mit kleiner w erdender Sc hritt w eite, h

2

:=

h

1

= 2 ; v erringert sic h der F ehler des Sc h

•

atzers um je 1.5 Zehnerp otenzen, also grob um

1 = 2

p

:

Ein detaillierteres Bild geb en die Abb. 5.2 bis 5.6. F

•

ur h = 1 = 5 � 2

� 3

liegt der Sc h

•

atzer

eine halb e Zehnerp otenz un ter dem globalen F ehler, Abb. 5.2. Mit kleiner w erdender

Sc hritt w eite gibt er das qualitativ e V erhalten und die Gr

•

o�enordn ung des F ehlers immer

b esser wieder, Abb. 5.3 bis 5.5. F

•

ur eine relativ kleine Sc hritt w eite, h = 1 = 5 � 2

� 7

�

0 : 0015 ; folgt der Sc h

•

atzer exakt dem V erlauf des globalen F ehlers.

6

Exp erimen te mit p = 4 und k = 3 hab en zw ar f

•

ur regul

•

are T estb eispiele und die Anfangsw ert-

aufgab en 1b, 2b und 3a durc haus brauc h bare Ergebnisse geliefert, nic h t jedo c h f

•

ur 1a und 2a. In

diesen F

•

allen liegt der Sc h

•

atzer einige Zehnerp otenzen un ter dem globalen F ehler und auc h b ei feiner

w erdendem Gitter n

•

ahert sic h der Sc h

•

atzer dem F ehler nic h t .
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1E � 09

1E � 08

1E � 07

1E � 06

1E � 05

0 : 0001

0 : 001

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

h = 1 = 5 � 2

� 2

h = 1 = 5 � 2

� 3

h = 1 = 5 � 2

� 4

h = 1 = 5 � 2

� 5

Abbildung 5.1: F ehler Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a

1E � 07

1E � 06

1E � 05

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.2: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 3
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1E � 07

1E � 06

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.3: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 4

1E � 09

1E � 08

1E � 07

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.4: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 5
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1E � 10

1E � 09

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.5: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 6

1E � 12

1E � 11

1E � 10

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.6: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 7
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1E � 11

1E � 10

1E � 09

1E � 08

1E � 07

1E � 06

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

h = 1 = 5 � 2

� 2

h = 1 = 5 � 2

� 3

h = 1 = 5 � 2

� 4

h = 1 = 5 � 2

� 5

Abbildung 5.7: F ehler Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1b

1E � 07

1E � 06

1E � 05

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.8: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 1b, h = 1 = 5 � 2

� 3
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1E � 13

1E � 12

1E � 11

1E � 10

1E � 09

1E � 08

1E � 07

1E � 06

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

h = 1 = 5 � 2

� 2

h = 1 = 5 � 2

� 3

h = 1 = 5 � 2

� 4

h = 1 = 5 � 2

� 5

Abbildung 5.9: F ehler Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a

1E � 09

1E � 08

1E � 07

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.10: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, h = 1 = 5 � 2

� 3
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1E � 10

1E � 09

1E � 08

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.11: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, h = 1 = 5 � 2

� 4

1E � 12

1E � 11

1E � 10

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.12: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, h = 1 = 5 � 2

� 5



5.2 Zadunaisky-Sc h

•

atzung 97

1E � 14

1E � 13

1E � 12

1E � 11

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

glob.F.

Sc h

•

atz.

Abbildung 5.13: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2a, h = 1 = 5 � 2

� 6

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 1b: In Abb. 5.7 hat der F ehler

des Sc h

•

atzers sein Maxim um nac h dem ersten Sc hritt und nimm t dann im V erlauf der

In tegration k on tin uierlic h ab. Der Zadunaisky-Sc h

•

atzer gibt sc hon f

•

ur mo derates h den

V erlauf und die Gr

•

o�enordn ung des globalen F ehlers auf 3 Stellen genau an, vgl. in

Abb. 5.8 liegen die W erte der Kurv en b ei 1E � 5 bis 1E � 6 ; der F ehler des Sc h

•

atzers

ist jedo c h et w a 1E � 8 : Da der globale F ehler sein Maxim um eb enfalls am Beginn des

In terv alls hat, ist der relativ e F ehler des Sc h

•

atzers

•

ub er das ganze In terv all ann

•

ahernd

k onstan t. Im V ergleic h mit Beispiel 1a hei�t das, da� eine v orgegeb ene Genauigk eit der

Sc h

•

atzung nic h t un b edingt v on der Sc hritt w eite abh

•

angt, d.h. b ei gleic hem h k ann der

Zadunaisky-Sc h

•

atzer f

•

ur un tersc hiedlic he Beispiele un tersc hiedlic h genau sein.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a:

•

Ahnlic h zu Beispiel 1a v erl

•

auft

der F ehler des Zadunaisky-Sc h

•

atzers fast geradlinig, w ob ei er am Ende des In terv alls

leic h t zunimm t, siehe Abb. 5.9. Die Abb. 5.10 bis 5.13 zeigen, wie sic h die Sc h

•

atzung

dem globalen F ehler mit kleiner w erdender Sc hritt w eite immer b esser ann

•

ahert. Ob-

w ohl der globale F ehler am Beginn der In tegration Sc h w ankungen v on mehr als einer

Zehnerp otenz hat, hat die Sc h

•

atzung im Gegensatz zu Beispiel 1b k onstan te absolute

Genauigk eit.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b: Die Abb. 5.14 und 5.15

zeigen ein

•

ahnlic h gutes V erhalten des Zadunaisky-Sc h

•

atzers, wie Abb. 5.7 und 5.8. Der

F ehler des Sc h

•

atzers nimm t im Laufe der In tegration leic h t zu. Mit kleiner w erdendem

h wird der Sc h

•

atzer um 1.5 Zehnerp otenzen genauer. Der globale F ehler wird sc hon

b ei gro�en Sc hritt w eiten gut aufgel

•

ost. Die Zadunaisky-Metho de zur Sc h

•

atzung des

globalen F ehlers funktioniert sehr gut.
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Abbildung 5.14: F ehler Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2b

1E � 07

1E � 06
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Sc h

•

atz.

Abbildung 5.15: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 2b, h = 1 = 5 � 2

� 3



5.2 Zadunaisky-Sc h

•

atzung 99

1E � 13

1E � 12

1E � 11

1E � 10

1E � 09

1E � 08

0 0 : 2 0 : 4 0 : 6 0 : 8 1

h = 1 = 5 � 2

� 2

h = 1 = 5 � 2

� 3

h = 1 = 5 � 2

� 4

h = 1 = 5 � 2

� 5

Abbildung 5.16: F ehler Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 3a
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Abbildung 5.17: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur ERK 4 in Beispiel 3a, h = 1 = 5 � 2

� 3



100 5 SCH

•

ATZUNG DES GLOBALEN FEHLERS

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a: Auc h das nic h tlineare Pro-

blem 3a wird zufriedenstellend gel

•

ost. Der F ehler des Sc h

•

atzers f

•

ur h = 1 = 5 � 2

� 3

; siehe

Abb. 5.17, liegt 2.5 Zehnerp otenzen un ter der Gr

•

o�e des Sc h

•

atzers, vgl. Abb. 5.16. Die

Sc h

•

atzung des globalen F ehlers ist sehr gut.

5.2.2 Basismetho de explizites Runge-Kutta 7

Zum V ergleic h mit dem v origen Absc hnitt wurde das V erfahren DP7, also die Runge-

Kutta Metho de v on DOPRI8 mit der Ordn ung p = 7 getestet. Mit der h

•

oheren Ord-

n ung m u�te auc h der Grad der In terp olationsp olynome auf k = 8 erh

•

oh t w erden. Die

en tsprec henden Exp erimen te �nden sic h in [30 ].

Es zeigt sic h, da� der globale F ehler, wie auc h sc hon v on DP4, en tlang des In terv alls

gleic hm

•

a�ig gut appro ximiert wird. Mit kleiner w erdender Sc hritt w eite v erringert sic h

der F ehler des Sc h

•

atzers um et w a 2 Zehnerp otenzen, also grob um 1 = 2

p

= 1 = 128 : Die

Qualit

•

at des Sc h

•

atzers v erb essert sic h mit kleiner w erdender Sc hritt w eite immer mehr.

Selbst un ter Ein
u� der Rec henfehler, f

•

ur h � 1 = 4 � 2

� 3

hat in einigen Beispielen so w ohl

der globale F ehler als auc h der F ehler des Sc h

•

atzers die Gr

•

o�enordn ung 100 EPS , und

der dadurc h b edingten Unsystematik folgt der Sc h

•

atzer dem globalen F ehler gut. Die

Sc h

•

atzung l

•

ost den V erlauf des globalen F ehlers und die Gr

•

o�enordn ung teilw eise sogar

auf 5 Dezimalstellen ric h tig auf.

Wird der Grad des P olynoms p ( x ) v on 8 auf k = 10 erh

•

oh t, mac hen sic h auc h die

Rec henfehler st

•

ark er b emerkbar. Es zeigt sic h, da� der F ehler des Sc h

•

atzers b ei kleiner

w erdender Sc hritt w eite nic h t v erb essert, sondern w

•

ac hst.

5.2.3 Ordn ung des F ehlers des Zadunaisky-Sc h

•

atzers f

•

ur ERK 4

Im v origen Absc hnitt w ar zu erk ennen, da� mit kleiner w erdendem h der F ehler des

Zadunaisky-Sc h

•

atzers eb enfalls abnimm t. In diesem Absc hnitt soll n un die Ordn ung

dieser Genauigk eitszunahme un tersuc h t w erden. Dazu l

•

osen wir mit dem klassisc hen

Runge-Kutta V erfahren, Butc her-Arra y auf Seite 64, mit p = 4 und k = 5 einige

T estb eispiele zu v ersc hiedenen Sc hritt w eiten, h

1

= 1 = 5 ; h

2

= h

1

= 2 ; etc. Aus den F ehlern

der en tsprec henden Sc h

•

atzungen �

n

i

� "

n

i

und �

n

i +1

� "

n

i +1

zu den Sc hritt w eiten h

i

und

h

i +1

k ann mittels (5.1) und (5.2) die Ordn ung und F ehlerk onstan te b erec hnet w erden.

Bei regul

•

aren T estb eispielen hat sic h als Kon v ergenzordn ung p = k + 1 = 6 eingestellt.

Die folgenden T ab ellen zeigen jew eils die erste Komp onen te des globalen F ehler, "; die

erste Komp onen te des F ehlers des Zadunaisky-Sc h

•

atzers, � � "; die Kon v ergenzordn ung

des F ehlers, p; und die F ehlerk onstan te c:

Der Zadunaisky-Sc h

•

atzer ist in den meisten F

•

allen 2 bis 3 Dezimalstellen genau, d.h.

der F ehler des Sc h

•

atzers liegt 2 bis 3 Zehnerp otenzen un ter der Gr

•

o�enordn ung des

globalen F ehlers. In den Beispielen 1a und 2a, wie auc h sc hon im v origen Absc hnitt,

m

•

ussen die Sc hritt w eiten sc hon relativ klein sein, h

7

= 1 = 5 � 2

� 6

� 0 : 003 ; damit der

Sc h

•

atzer gute W erte liefert, vgl. T ab ellen 5.12 und 5.14. In den anderen F

•

allen liefert

die Zadunaisky-Metho de auc h sc hon f

•

ur gro�e Sc hritt w eiten, teilw eise sogar sc hon f

•

ur

die gr

•

o�tm

•

oglic he h

1

= 1 =k = 1 = 5 ; gute Ergebnisse.
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h " � � " p c

1 = 5 9 : 0 � 10

� 01

2 : 0 � 10

� 01

6 : 354 5 : 6 � 10

+04

1 = 5 � 2

� 1

1 : 5 � 10

� 03

2 : 4 � 10

� 03

� 0 : 160 1 : 7 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 2

4 : 4 � 10

� 04

2 : 7 � 10

� 03

4 : 240 � 9 : 1 � 10

+03

1 = 5 � 2

� 3

1 : 6 � 10

� 06

1 : 4 � 10

� 04

5 : 167 � 2 : 7 � 10

+04

1 = 5 � 2

� 4

1 : 0 � 10

� 06

4 : 0 � 10

� 05

5 : 551 � 1 : 4 � 10

+05

1 = 5 � 2

� 5

1 : 5 � 10

� 07

8 : 7 � 10

� 07

5 : 733 � 3 : 7 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 6

1 : 6 � 10

� 08

1 : 6 � 10

� 09

5 : 837 � 6 : 8 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 7

1 : 5 � 10

� 09

2 : 8 � 10

� 11

5 : 862 � 8 : 1 � 10

+06

1 = 5 � 2

� 8

1 : 3 � 10

� 10

4 : 9 � 10

� 12

3 : 264 � 6 : 8 � 10

� 02

T ab elle 5.12: Ordn ung F ehler Zad.-Sc h

•

atzer ERK 4 f

•

ur Beispiel 1a an x = 1

h " � � " p c

1 = 5 1 : 1 � 10

� 04

6 : 7 � 10

� 04

6 : 451 2 : 1 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 1

7 : 3 � 10

� 05

7 : 6 � 10

� 06

6 : 096 9 : 6 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 2

4 : 5 � 10

� 06

1 : 1 � 10

� 08

6 : 023 7 : 7 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 3

2 : 8 � 10

� 08

1 : 7 � 10

� 10

6 : 006 7 : 2 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 4

1 : 7 � 10

� 09

2 : 6 � 10

� 12

6 : 067 9 : 4 � 10

+00

1 = 5 � 2

� 5

1 : 1 � 10

� 10

4 : 0 � 10

� 13

2 : 263 3 : 9 � 10

� 08

1 = 5 � 2

� 6

6 : 9 � 10

� 11

8 : 3 � 10

� 14

0 : 129 1 : 7 � 10

� 14

1 = 5 � 2

� 7

4 : 0 � 10

� 12

7 : 6 � 10

� 14

0 : 019 8 : 6 � 10

� 14

T ab elle 5.13: Ordn ung F ehler Zad.-Sc h

•

atzer ERK 4 f

•

ur Beispiel 1b an x = 1

h " � � " p c

1 = 5 1 : 1 � 10

� 04

4 : 8 � 10

� 02

4 : 063 � 3 : 3 � 10

+01

1 = 5 � 2

� 1

7 : 3 � 10

� 05

2 : 9 � 10

� 04

5 : 089 � 3 : 5 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 2

4 : 5 � 10

� 06

8 : 6 � 10

� 05

5 : 517 � 1 : 2 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 3

2 : 8 � 10

� 08

1 : 8 � 10

� 07

5 : 718 � 2 : 7 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 4

1 : 7 � 10

� 09

3 : 5 � 10

� 08

5 : 829 � 4 : 4 � 10

+03

1 = 5 � 2

� 5

1 : 1 � 10

� 10

6 : 2 � 10

� 10

5 : 935 � 7 : 5 � 10

+03

1 = 5 � 2

� 6

6 : 9 � 10

� 11

1 : 0 � 10

� 12

5 : 555 � 8 : 4 � 10

+02

1 = 5 � 2

� 7

4 : 0 � 10

� 12

2 : 1 � 10

� 14

0 : 011 � 2 : 3 � 10

� 14

T ab elle 5.14: Ordn ung F ehler Zad.-Sc h

•

atzer ERK 4 f

•

ur Beispiel 2a an x = 1
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Die Ordn ung des Sc h

•

atzers v ariiert je nac h Beispiel. W

•

ahrend sic h f

•

ur 1b in der T ab elle

5.13 Ordn ung 6 einstellt, sind in der T ab elle 5.15 Ordn ungen um 3 bis 3.5 zu sehen.

F

•

ur nic h tlineare Beispiele, vgl. T ab elle 5.16, stellen sic h k eine Ordn ungen ein.

h " � � " p c

1 = 5 3 : 4 � 10

� 01

3 : 6 � 10

� 02

8 : 528 � 3 : 3 � 10

+04

1 = 5 � 2

� 1

6 : 1 � 10

� 02

9 : 8 � 10

� 05

0 : 658 4 : 4 � 10

� 04

1 = 5 � 2

� 2

9 : 8 � 10

� 03

6 : 2 � 10

� 05

3 : 321 1 : 3 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 3

1 : 4 � 10

� 04

6 : 2 � 10

� 06

3 : 530 2 : 8 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 4

2 : 0 � 10

� 05

5 : 4 � 10

� 07

3 : 508 2 : 5 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 5

2 : 7 � 10

� 06

4 : 7 � 10

� 08

3 : 398 1 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 6

3 : 5 � 10

� 06

4 : 5 � 10

� 09

3 : 270 7 : 0 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 7

4 : 5 � 10

� 07

4 : 6 � 10

� 10

3 : 107 2 : 4 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 8

5 : 8 � 10

� 08

5 : 4 � 10

� 11

2 : 506 3 : 3 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 9

7 : 3 � 10

� 09

9 : 5 � 10

� 12

0 : 440 3 : 0 � 10

� 11

T ab elle 5.15: Ordn ung F ehler Zad.-Sc h

•

atzer ERK 4 f

•

ur Beispiel 2b an x = 1

h " � � " p c

1 = 5 1 : 8 � 10

� 04

8 : 1 � 10

� 05

6 : 263 � 1 : 9 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 1

1 : 4 � 10

� 05

1 : 0 � 10

� 07

5 : 624 � 4 : 4 � 10

� 01

1 = 5 � 2

� 2

1 : 0 � 10

� 06

2 : 1 � 10

� 09

5 : 211 � 1 : 3 � 10

� 02

1 = 5 � 2

� 3

7 : 2 � 10

� 07

5 : 8 � 10

� 10

4 : 602 � 1 : 3 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 4

5 : 0 � 10

� 08

2 : 3 � 10

� 12

4 : 197 � 2 : 3 � 10

� 04

1 = 5 � 2

� 5

3 : 4 � 10

� 09

1 : 3 � 10

� 13

4 : 707 � 3 : 1 � 10

� 03

1 = 5 � 2

� 6

2 : 3 � 10

� 11

4 : 9 � 10

� 14

1 : 491 � 2 : 7 � 10

� 11

1 = 5 � 2

� 7

1 : 5 � 10

� 12

1 : 7 � 10

� 15

� 2 : 129 1 : 8 � 10

� 21

1 = 5 � 2

� 8

1 : 0 � 10

� 13

7 : 7 � 10

� 14

0 : 222 � 3 : 8 � 10

� 13

T ab elle 5.16: Ordn ung F ehler Zad.-Sc h

•

atzer ERK 4 f

•

ur Beispiel 3a an x = 1

Analog wird die Zadunaisky-Metho de der Sc h

•

atzung des globalen F ehlers f

•

ur implizite

Runge-Kutta Metho den un tersuc h t, die eb enfalls auf (5.6) b eruh t.

5.2.4 Basismetho de implizites Runge-Kutta 4 (Gauss)

Wie in Absc hnitt 5.2.1 wird f

•

ur v ersc hiedene Sc hritt w eiten der globale F ehler "

j

mit

dem W ert des Zadunaisky-Sc h

•

atzers �

j

v erglic hen, die sic h b ei der Berec hn ung der

T estb eispiele mit dem impliziten Gauss V erfahren 4. Ordn ung und mit k = 5 ergeb en.

Die logarithmisc h sk alierten Abbildungen zeigen jew eils die Maxim umnorm des F ehlers

des Zadunaisky-Sc h

•

atzers und den V erlauf so w ohl des globalen F ehlers, (dic k e Linie)

als auc h des Sc h

•

atzers (punktierte Linie).
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Abbildung 5.18: F ehler Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 1a
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•

atz.

Abbildung 5.19: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 1a, h = 1 = 5 � 2

� 3
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Abbildung 5.20: F ehler Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 1b
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Abbildung 5.21: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 1b, h = 1 = 5 � 2

� 3
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Abbildung 5.22: F ehler Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 2a
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Abbildung 5.23: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 2a, h = 1 = 5 � 2

� 3
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Abbildung 5.24: F ehler Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 2b
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Abbildung 5.25: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 2b, h = 1 = 5 � 2

� 3
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Abbildung 5.26: F ehler Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 3a
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Abbildung 5.27: Qualit

•

at Zadunaisky f

•

ur IRK 4 in Beispiel 3a, h = 1 = 5 � 2

� 3
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Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur IRK 4 f

•

ur Beispiel 1a: Der F ehler des Sc h

•

atzers

v erl

•

auft geradlinig, Abb. 5.18 und wird mit kleiner w erdender Sc hritt w eite um je 1.5

Zehnerp otenzen reduziert. In Abb. 5.19 liegt der Sc h

•

atzer w eniger als eine Halb e Zeh-

nerp otenz

•

ub er dem globalen F ehler und ist damit ein w enig b esser als das explizite

V erfahren, vgl. Abb. 5.2, w ob ei dort der F ehler un tersc h

•

atzt wurde.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur IRK 4 f

•

ur Beispiel 1b: Im Gegensatz zu Abb. 5.7

v erl

•

auft der F ehler des Sc h

•

atzers eher geradlinig, vgl. 5.20, w ob ei am Ende des In ter-

v alls Oszillationen auftreten. Die F ehler v ersc hiedener Sc hritt w eiten en tsprec hen in der

Gr

•

o�enordn ung den F ehlern des expliziten V erfahrens. Abb. 5.21 zeigt ein qualitativ

•

ahnlic hes Ergebnis wie Abb. 5.8, der Zadunaisky-Sc h

•

atzer gibt den V erlauf und die

Gr

•

o�enordn ung des globalen F ehlers auf 1 bis 2 Stellen genau an, vgl. Abb. 5.21.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur IRK 4 f

•

ur Beispiel 2a: Wie in Beispiel 1a, Abb. 5.18,

v erl

•

auft der F ehler des Zadunaisky-Sc h

•

atzers fast geradlinig und v erb essert sic h mit

kleiner w erdender Sc hritt w eite eb enfalls um 1.5 Zehnerp otenzen, vgl. Abb. 5.22. In

Abb. 5.23 wird im Gegensatz zu Abb. 5.10 der globale F ehler et w as

•

ub ersc h

•

atzt.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur IRK 4 f

•

ur Beispiel 2b: Die Abb. 5.24 und 5.25 un-

tersc heiden sic h k aum v on den Abb. 5.14 und 5.15. Der Zadunaisky-Sc h

•

atzer liefert

gute N

•

aherungen f

•

ur den globalen F ehler v on G4, w elc her im Gegensatz zum expliziten

DP4 eine Zehnerp otenz gr

•

o�er ist.

Zadunaisky-Sc h

•

atzung f

•

ur IRK 4 f

•

ur Beispiel 3a: Problem 3a wird eb enfalls

genau gel

•

ost. Der Sc h

•

atzer, Abb. 5.27, liegt 2.5 Zehnerp otenzen

•

ub er dem globalen

F ehler, vgl. Abb. 5.26. Die Sc h

•

atzung nac h Zadunaisky funktioniert.

5.2.5 Zusammenfassung

Die Sc h

•

atzung des globalen F ehlers mittels der Zadunaisky-Metho de funktioniert

•

ub er-

rasc hend gut. Der globale F ehler wird en tlang des In terv alls gut gen

•

ahert. T eilw eise

k ann sc hon mit sehr grob en Gittern eine auf drei Stellen genaue Sc h

•

atzung erhalten

w erden. F

•

ur kleine Sc hritt w eiten l

•

ost � den globalen F ehler " sehr genau auf, und die

N

•

aherung v erb essert sic h mit kleiner w erdender Sc hritt w eite mit Ordn ungen zwisc hen

3 und 6, vgl. Absc hnitt 5.2.3.

F

•

ur V erfahren h

•

oherer Ordn ung wird das V erfahren emp�ndlic her auf Rec henfehler.

Mit dem durc h die Ordn ung b edingten h

•

oheren P olynomgrad k = p + 1 ; ist man teil-

w eise sc hon nac h w enigen Gitterv erfeinerungen im Rundungsfehlerb erei c h. F

•

ur gr

•

ob ere

Gitter funktioniert die Zadunaisky-Metho de ab er auc h mit V erfahren hoher Ordn ung,

w ob ei sic h mit w ac hsender Ordn ung des V erfahrens die Situation immer mehr v er-

sc hlec h tert, so da� die F ehler b ei kleiner w erdender Sc hritt w eite aufgrund der Rec hen-

fehler w ac hsen. Prinzipiell funktioniert die F ehlersc h

•

atzung nac h Zadunaisky so gut,

da� ihre V erw endung in ernsthafter Soft w are sinn v oll ersc hein t.

Der F ehler der Sc h

•

atzung f

•

ur implizite Runge-Kutta V erfahren wird im allgemeinen

•

ub ersc h

•

atzt, w

•

ahrend er im F all der expliziten Metho de un tersc h

•

atzt wurde. Sonst

sind k eine gra vierenden Un tersc hiede zwisc hen expliziten und impliziten V erfahren zu

erk ennen, ob w ohl es sc hein t, da� die impliziten V erfahren et w as b essere L

•

osungen lie-

fern.
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In der Zadunaisky-Metho de stellt die zus

•

atzlic he n umerisc he L

•

osung v on (5.5) einen

b etr

•

ac h tlic hen Mehraufw and dar. Stetter hat in [40 ], Seite 440, eine m

•

oglic he V ereinfa-

c h ung der Berec hn ung v on � v orgesc hlagen, die auf der Metho de der Iterierten Defekt-

Korrektur basiert. Man l

•

ost das Anfangsw ertproblem (2.7) n umerisc h und erh

•

alt y

�

:

Diese L

•

osung wird als Zwisc henergebnis ~y

( i )

�

einer Defekt-Korrektur Iteration basie-

rend auf einem einfac heren Basisv erfahren, z.B. Euler-V erfahren, in terpretiert. Man

f

•

uhrt einen w eiteren Sc hritt dieser h yp othetisc hen Defekt-Korrektur Iteration durc h,

und erh

•

alt eine Sc h

•

atzung des globalen F ehlers. Praktisc h hei�t das, man l

•

ost zus

•

atz-

lic h (2.7) auc h mit dem einfac heren V erfahren f

•

ur ~y

�

; und das Nac h barproblem (5.5),

um ~z

( i )

�

zu erhalten. Der Aufw and wird somit v on zw eimaliger An w endung des h

•

oher-

en V erfahrens auf dessen einmalige An w endung und die zw eimalige An w endung des

einfac heren V erfahrens reduziert.

Diese Sc h

•

atzung des globalen F ehlers funktioniert ab er n ur n ur sehr eingesc hr

•

ankt.

Selbst auf relativ feinen Gittern stellen sic h k eine brauc h baren Sc h

•

atzungen der Gr

•

o�en-

ordn ung ein. Im V ergleic h mit der Zadunaisky-Sc h

•

atzung ist der F ehler des Sc h

•

atzers

im Durc hsc hnitt um 3 Zehnerp otenzen gr

•

o�er, unabh

•

angig v on der Sc hritt w eite, und

mit kleiner w erdender Sc hritt w eite v erb essert sic h die Qualit

•

at des Sc h

•

atzers nic h t un-

b edingt.
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6 Zusammenfassung

Aus den Ergebnissen der Absc hnitte 3 und 5 ergeb en sic h einige Konsequenzen f

•

ur die

Programmen t wic klung eines exp erimen tellen Anfangsw ertaufgab en-In tegrators. Auf-

grund der Ordn ungsreduktion im lok alen F ehler, vgl. Zusammenfassung 3.3.5, und der

daraus resultierenden Un tersc h

•

atzung des lok alen F ehlers an der Singularit

•

at durc h die

klassisc hen V erfahren, siehe Absc hnitte 3.1.6 und 3.2.3, steh t die V erw endung lok aler

Strategien in F rage.

Das ausgezeic hnete V erhalten der Zadunaisky-Sc h

•

atzung des globalen F ehlers, vgl. Ab-

sc hnitt 5.2, b est

•

arkt no c h mehr die Idee, globale Strategien zumindestens nahe der Sin-

gularit

•

at zu v erw enden. W eg v on der Singularit

•

at, w o sic h der lok ale F ehler durc h w egs

klassisc h v erh

•

alt, vgl. Absc hnitt 3.3, k

•

onnen aus E�zienzgr

•

unden w eiterhin lok ale Git-

terstrategien v erw endet w erden. Ein Algorithm us zur n umerisc hen L

•

osung singul

•

arer

Anfangsw ertaufgab en

7

k

•

onn te wie folgt aussehen:

1. In tegration der Anfangsw ertaufgab e b ei k onstan ter Sc hritt w eite h mittels Runge-

Kutta Metho den bis zu einer festen Stelle x

�

2 (0 ; 1] ; die m

•

oglic hst nahe b ei Null

liegen soll, um den zus

•

atzlic hen Aufw and zu minimieren (Umsc haltpunkt).

2. Sc h

•

atzung des globalen F ehlers b ei x

�

mittels der Zadunaisky-Metho de.

3. Bei ungen

•

ugender Genauigk eit Anpassung der Sc hritt w eite h und neuerlic he In-

tegration (Punkt 1).

4. In tegration der Anfangsw ertaufgab e ab x

�

mittels einer auf Sc h

•

atzung des lok alen

F ehlers basierenden Metho de, z.B. Runge-Kutta P aare.

Ein en tsprec hender Co de in Englisc her Sprac he wurde in [30 ] v erfa�t, w ob ei v ersuc h t

wurde, die sp eziellen Strukturen v on F or tran 90 , v or allem die v ektorw ertigen Op era-

tionen v oll auszun

•

utzen, und f

•

ur maximale P ortabilit

•

at zu anderen Computersystemen

zu sorgen. Im dem dort b ereitgestellten Programm wurde ein Algorithm us zur In-

tegration singul

•

arer Anfangsw ertprobleme implemen tiert, der den Sc h wierigk eiten der

Singularit

•

at zum T eil gerec h t wurde. Das Kernst

•

uc k des Programms stellt die Zadu-

naisky Metho de zur Sc h

•

atzung des globalen F ehlers dar. Ob w ohl auc h der globale

F ehler Ordn ungsreduktionen aufw eist, funktioniert sie so w ohl f

•

ur explizite, als auc h f

•

ur

implizite V erfahren sehr gut. Der globale F ehler wird gut wiedergegeb en.

Gen

•

ugend w eit w eg v on der Singularit

•

at k

•

onnen Sc hritt w eitensteuerungen basierend

auf der Sc h

•

atzung des lok alen F ehlers v erw endet w erden, da Ordn ungsreduktionen im

lok alen F ehler mit der w ac hsenden En tfern ung v on der Singularit

•

at sc hnell abnehmen,

w o durc h eine Un tersc h

•

atzung des lok alen F ehlers nic h t mehr gegeb en ist.

7

Und mittels Sc hie�v erfahren somit f

•

ur Randw ertaufgab en.
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